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3. СЕТЕВОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ЦЕЛЕНАПРАВЛЕННЫХ

ПРОЦЕССОВ

3.1. НАЗНАЧЕНИЕ И ОБЛАСТЬ ПРИМЕНЕНИЯ СЕТЕВОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Сетевое моделирование относится к разновидности структурного мо-

делирования, нашедшей широкое применение в тех случаях, когда мо-

делируемый процесс представляет собой сложную систему, включаю-

щую большое количество операций с достаточно сложными взаимо-

связями между ними. Такие процессы будем называть сложными про-

цессами. Использование сетевых моделей при отображении структуры

таких процессов позволило на основе учета особенностей отображае-

мой структуры разработать эффективные методы анализа и оптимиза-

ции сложных процессов.

Широкое распространение сетевого моделирования при решении прак-

тических задач управления обусловлено тем, что она позволяет реали-

зовывать системный подход, применять математические методы и со-

временную вычислительную технику при исследовании сложных про-

цессов, повышать эффективность планирования и управления такими

процессами.

Метод планирования и управления, в основу которого положено ис-

пользование сетевой модели управляемого процесса, получил название

сетевого планирования и управления.

Определение 3.1.1. Сетевое планирование и управление (СПУ) –

это метод оперативного планирования и управления функционировани-

ем сложных систем, в котором с целью реализации системного подхода

к организации управления процессами в таких системах для логико-

математического описания управляемого процесса и алгоритмизации

расчетов параметров этого процесса используется сетевая модель.



123

Применение сетевого моделирования при планировании и управ-

лении сложными процессами дает возможность решать следующие

задачи.

1. Четко отобразить состав и структуру управляемого процесса, вы-

явить с требуемой степенью детализации операции, составляющие мо-

делируемый процесс, установить взаимосвязи между этими операция-

ми, определить операции, которые необходимы для достижения постав-

ленных частных и конечной целей, четко распределить обязанности

между исполнителями операций, объективно необходимых для реализа-

ции управляемого процесса.

2. Широко использовать опыт и знания наиболее компетентных и под-

готовленных специалистов при составлении планов и управлении слож-

ными процессами.

3. Вскрывать резервы сил, средств и времени, скрытые в нерацио-

нальной организации управляемого процесса, осуществлять контроль за

ходом процесса сразу по нескольким направлениям, исключать из-под

усиленного контроля те операции, которые не влияют на временные ха-

рактеристики процесса, находить узкие места и своевременно преодо-

левать их.

4. Обеспечивать наглядное и удобное для восприятия отображение

структуры управляемого процесса как в целом, так и по частям.

5. Обоснованно, с учетом фактического хода процесса, корректиро-

вать принятые управленческие решения, получать прогнозы на буду-

щее, предвидеть возможные отклонения процесса от плана и те послед-

ствия, которые они окажут на протекание процесса в целом.

6. Получать количественные оценки параметров управляемого про-

цесса и степени неопределенности прогнозов его протекания.

7. Упростить внесение изменений, уточнений и дополнений в планы,

обеспечивая тем самым гибкость и требуемую периодичность плани-

рования, упростить систему отчетности, а также обеспечить быстрое

включение в работу новых лиц и непрерывность управления при смене

руководителей.

Сетевое планирование и управление реализуется системами СПУ,

которые представляют собой автоматизированные кибернетические

системы управления, в которых управляемой системой является кол-

лектив исполнителей, располагающий определенными ресурсами и вы-

полняющий комплекс операций, призванный обеспечить достижение
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намеченного конечного результата (цели), а управляющей системой –

руководящая группа, которая осуществляет планирование и управление

выполнением комплекса операций на основе его сетевой модели.

3.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

В основе сетевого моделирования лежит представление структу-

ры управляемого процесса в виде специального графа, называемого

сетевой моделью или сетью.

Определение 3.2.1. Сетевая модель (сеть) – это ориентирован-

ный граф без контуров и кратных дуг, элементам которого сопостав-

лены числа.

Если числа сопоставлены только вершинам графа, то сетевая мо-

дель представляет собой отмеченный граф, если числа сопоставле-

ны только дугам, то – взвешенный граф. Сопоставление чисел эле-

ментам графа означает задание на графе некоторой функции. Поэто-

му можно дать другое эквивалентное определение сетевой модели.

Определение 3.2.2. Сетевая модель (сеть) – это ориентирован-

ный граф без контуров и кратных дуг с заданной на нем функцией.

Требование отсутствия в графе контуров и кратных дуг является

несущественным. Однако выполнение этого требования облегчает

исследование сетевой модели на ЭВМ и позволяет использовать раз-

работанные в настоящее время программы вычисления параметров

сетевой модели.

Диаграмма сетевой модели называется сетевым графиком.

 Основными элементами сетевой модели являются операции (ра-

боты) и события.

Определение 3.2.3. Операцией (работой) называется любое це-

ленаправленное действие, приводящее к достижению определенных

результатов.

Операции по отношению к затратам средств и времени на их осу-

ществление подразделяются на действительные и фиктивные.
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Определение 3.2.4. Действительная операция – операция, на осу-

ществление которой необходимо затратить время или ресурсы.

Определение 3.2.5. Фиктивная операция – операция, на осуществ-

ление которой не требуется никаких затрат.

Фиктивная операция характеризует только связь между операциями,

позволяя отразить порядок их следования с помощью сетевой модели.

Определение 3.2.6. Событием называется факт достижения требу-

емого результата.

Событие не имеет продолжительности во времени. Оно свершается

мгновенно, а его свершение лишь фиксирует момент окончания или на-

чала одной или нескольких операций.

При сетевом моделировании сложных процессов важное значение

имеет отношение предшествования или следования, определяемое для

операций и событий. Для задания этого отношения введем следующие

понятия.

Определение 3.2.7. Операция, предшествующая данной опера-

ции – операция, без выполнения которой не может быть начата данная

операция.

Определение 3.2.8. Операция, непосредственно предшествующая

данной операции – предшествующая данной операции операция, меж-

ду окончанием которой и началом данной операции не требуется выпол-

нения каких-либо других операций.

Определение 3.2.9. Операция, последующая за данной операцией –

операция, до начала выполнения которой необходимо выполнить данную

операцию.

Определение 3.2.10. Операция, непосредственно последующая за

данной операцией – последующая для данной операции операция, между

началом которой и окончанием выполнения данной операции не требу-

ется выполнения каких-либо других операций.
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Определение 3.2.11. Событие, предшествующее данному со-

бытию – событие, свершение которого необходимо для свершения

данного события.

Определение 3.2.12. Событие, непосредственно предшеству-

ющее данному событию – предшествующее для данного события

событие, между свершением которого и свершением данного собы-

тия не требуется свершения каких-либо других событий.

Определение 3.2.13. Событие, последующее для данного собы-

тия – событие, для свершения которого необходимо свершение дан-

ного события.

Определение 3.2.14. Событие, непосредственно последующее

для данного события – последующее для данного события собы-

тие, между свершением которого и свершением данного события не

требуется свершения каких-либо других событий.

Аналогичным образом определяются операции, предшествующие,

непосредственно предшествующие, последующие, непосредственно

последующие для данного события, и события, предшествующие, не-

посредственно предшествующие, последующие и непосредственно

последующие для данной операции.

Определение 3.2.15. Начальное для данной операции событие –

событие, непосредственно предшествующее данной операции.

Определение 3.2.16. Конечное для данной операции событие –

событие, непосредственно последующее для данной операции.

Определение 3.2.17. Исходное событие – событие, не имеющее

предшествующих операций и событий.

С исходного события начинается выполнение моделируемого се-

тью комплекса операций, составляющего сложный процесс.
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Определение 3.2.18. Завершающее событие – событие, не име-

ющее последующих операций и событий.

Завершающим событием заканчивается выполнение моделируемо-

го сетью комплекса операций, составляющих сложный процесс.

Определение 3.2.19. Исходная операция – операция, не имеющая

предшествующих операций и событий.

Определение 3.2.20. Завершающая операция – операция, не име-

ющая последующих операций и событий.

Введенных понятий оказывается вполне достаточно для задания от-

ношения предшествования или следования на моделируемом комплек-

се операций.

В зависимости от цели моделирования сетевые модели могут быть

ориентированы либо на события, либо на операции, либо на операции и

события. Сетевая модель, ориентированная на события – это сеть,

в которой вершинам сопоставлены события, а дугам –  связи между

ними. Сетевая модель, ориентированная на операции – это сеть, в

которой вершинам сопоставлены операции, а дугам –  связи между ними.

Сетевая модель, ориентированная на операции и события – это

сеть, в которой вершинам сопоставлены события, а дугам – операции.

Эти сетевые модели называют также моделями в терминах событий,

операций, операций и событий соответственно.

На рис. 3.2.1 представлены сетевые графики сетевых моделей. Эти

модели составлены для одного и того же комплекса операций, включа-

ющего 14 операций и одну логическую связь (15). Вершины графа изоб-

ражаются на графике геометрическими фигурами, а дуги – сплошными

и штриховыми стрелками. При этом вершины, сопоставленные событи-

ям, обычно изображаются кружками, а сопоставленные операциям –

квадратами или прямоугольниками. Номера вершин проставляются

внутри соответствующих фигур. Связи между событиями в сетевой

модели в терминах событий и действительные операции в сетевой мо-

дели в терминах операций и событий изображаются сплошными линия-

ми со стрелками, фиктивные операции – штриховыми линиями со стрел-

ками. Длительность операций на сетевом графике в терминах операций
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Рис. 3.2.1. Сетевые графики сетевых моделей, ориентированных на:

а – события; б – операции; в – операции и события
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проставляются у вершин, а на сетевом графике в терминах операций и

событий – под соответствующими дугами.

По количеству сетей, описывающих исследуемый комплекс опера-

ций, различают односетевые и многосетевые модели. По количеству

конечных целей, для достижения которых осуществляется комплекс

операций, сетевые модели подразделяются на одноцелевые (с одним

завершающим событием) и многоцелевые (с несколькими завершаю-

щими событиями). По количеству исходных событий или операций раз-

личают сеть с одним исходным событием (одной исходной опера-

цией) и несколькими исходными событиями (несколькими исходны-

ми операциями). По степени неопределенности сетевой модели разли-

чают детерминированные и стохастические сетевые модели. По ко-

личеству операций, составляющих комплекс, сетевые модели подраз-

деляются на сети большого объема (свыше 10 000 операций), средне-

го объема (от 1500 до 10 000 операций) и малого объема (до 1500 опе-

раций). На рис. 3.2.2 приведена рассмотренная классификация сетевых

моделей.

Следует отметить, что с помощью фиктивных операций многосете-

вая многоцелевая модель с несколькими исходными событиями (опе-

рациями) всегда может быть преобразована в односетевую одноцеле-

вую модель с одним исходным событием.

3.3. ПОСТРОЕНИЕ СЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ

Правила построения сетевых моделей определяются сферой их при-

менения, к которой относится сетевое планирование и управление, и со-

ответствующим программным обеспечением современных ЭВМ, раз-

работанным для построения и анализа сетей. При построении сетевой

модели ее вершинам обычно присваиваются числа, которые служат

номерами вершин. Тогда каждой дуге сети может быть сопоставлена

пара чисел, первое из которых  соответствует вершине, из которой исхо-

дит дуга, а второе – вершине, в которую заходит дуга.

К основным правилам, которыми следует руководствоваться при по-

строении сетевых моделей, относятся следующие.

1. Для каждой вершины сети номер любой предшествующей ей вер-

шины должен быть меньше ее собственного номера.

2. В сетевой модели не должно быть "лишних" висячих и тупиковых

вершин, т. е. таких висячих вершин, которые не соответствуют исход-
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ным событиям и операциям, и таких тупиковых вершин, которые не со-

ответствуют завершающим событиям и операциям.

3. В сети не должно быть петель, контуров и кратных дуг.

Рис. 3.2.2. Классификация сетевых моделей
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4. В сети должны быть только одна исходная и одна завершающая

вершины.

Сетевая модель, для которой справедливо первое правило, называ-

ется упорядоченной. Выполнение этого правила обеспечивается соот-

ветствующей нумерацией вершин сети.

Нарушение второго правила свидетельствует либо о наличии в ком-

плексе лишних операций, которые не влияют на конечные результаты и

ход выполнения всего комплекса операций, либо об ошибках в построе-

нии сети.

Выполнение третьего и четвертого правил достигается путем вве-

дения в сеть фиктивных дуг и вершин. Введение таких дуг и вершин

позволяет осуществлять эквивалентное преобразование многоцелевых

сетевых моделей с кратными дугами и несколькими исходными верши-

нами в одноцелевую сеть без кратных дуг с одной завершающей вер-

шиной. Примеры такого преобразования путем введения фиктивных дуг

и вершин приведены на рис. 3.3.1.

Кратные дуги в сети соответствуют параллельно выполняемым опе-

рациям или параллельным связям в моделируемом комплексе опера-

ций. Как видно из рис. 3.3.1, а, в случае обозначения таких дуг парами,

состоящими из номеров начальных и конечных вершин, они будут не-

различимы. Это в значительной мере осложняет исследование моде-

лей, содержащих кратные дуги. Введение в модель дополнительных вер-

шин и фиктивных дуг так, как это показано на рис. 3.3.1, б, позволяет

осуществить эквивалентное преобразование сети с кратными дугами в

сеть без кратных дуг.

На рис. 3.3.1, в–е представлены способы эквивалентного преобразо-

вания многоцелевой сети с несколькими исходными и заверщающими

вершинами в одноцелевую сеть с одной исходной и одной завершающей

вершинами. При этом сетевые графики на рис. 3.3.1, д, е соответству-

ют сетям в терминах операций.

Выполнение указанных выше правил облегчает построение и конт-

роль правильности построения сетевой модели, а также позволяет при-

менять существующие программы для расчета параметров и анализа

сетей на ЭВМ. Это обусловлено тем, что при соблюдении правил номер

начальной вершины всегда будет меньше номера конечной вершины для

любой дуги сети. А данное условие, во-первых, легко проверяется и, во-

вторых, позволяет значительно упростить программы исследования се-
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тей на ЭВМ. Поэтому существующие программы обязательно содер-

жат проверку выполнения данного условия, что необходимо учитывать

при их использовании.

Кроме данной проверки, в различных программах могут проводить-

ся проверки и других условий, требующих соблюдения при построении
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в) г)

е)

1

2

4

3

5

6

7

< 6 , 7 >

<2,4>

<1,2>

<1,5>

<1,3>

<3,5>

<5,6>

<5,7>

<4,6>

<1,4>

1

2

4

3

5

6

7

<2,4>
<4,6>

<5,6>
<1,4>

<1,5>

<5,7>
<3,5>



133

сетей дополнительных правил, которые будут рассмотрены далее по мере

необходимости. Существует несколько способов построения сетевых

моделей с соблюдением перечисленных выше правил. Для построения,

например, сетевой модели, ориентированной на операции, может быть

рекомендована методика, включающая следующие этапы:

– составление перечня операций;

– составление матрицы смежности;

– заполнение таблицы слоев;

– нумерация вершин и построение сетевого графика.

Рассмотрим эти этапы.

 Составление перечня операций. Перечень операций для модели-

руемого комплекса операций составляется в виде таблицы, головка ко-

торой приведена ниже.

Номера присваиваются операциям по мере включения их в перечень.

К параметрам операций относятся наименьшее, наибольшее, вероят-

ное и среднее времена выполнения операций. При этом первые три па-

раметра определяются экспертным путем, а среднее время выполне-

ния операции вычисляется по всем трем либо первым двум парамет-

рам, если отсутствует третий. Кроме указанных параметров, для сетей

с вероятностной структурой используется  вероятность выполнения опе-

рации, которая также заносится в таблицу.

Для построения детерминированной сетевой модели в перечне опе-

раций достаточно было бы указать только непосредственно предше-

ствующие либо последующие операции. Однако включение тех и дру-

гих операций в перечень значительно облегчает построение и контроль

правильности построения сетевой модели. Особенно это касается се-

тей среднего и большого объема.

Для стохастических сетей включение всех указанных операций в пе-

речень обязательно.

№ опе-
рации

Содержание (наиме-

нование, индекс)

  операции

Параметры
Непосредст-

венно предшест-
вующие опе-

рации

Непосредст-
венно после-
дующие опе-

рации

Вероят-
ность

Продолжи-

тельность

t 
min

t 
max

t 
вер

t 
ср

p

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Составление матрицы смежности. Матрица смежности R состав-

ляется по перечню операций. Она представляет собой квадратную мат-

рицу, размерность которой равна числу операций в комплексе, а строки

и столбцы соответствуют операциям.

Элементы матрицы вычисляются по формуле

1, если -я операция непосредственно

предшествует -й;

0 в противном случае.

ij

i

r j


= 
 (3.3.1)

При наличии в перечне непосредственно предшествующих и после-

дующих операций матрица смежности может быть составлена по пред-

шествующим операциям, а правильность ее составления проверена по

последующим и наоборот.

Если комплекс операций имеет вероятностную структуру, то элементы

матрицы смежности соответствуют вероятностям осуществления пред-

шествующих операций.

Заполнение таблицы слоев. Представим головку таблицы слоев.

Заполнение таблицы слоев производится следующим образом. Вы-

полняют суммирование элементов матрицы смежности для каждого

столбца по строкам:

( ) ( )
1

, 1 1 ,
n

j
ij

i

r r j n
=

= =∑ (3.3.2)

где

r(j), j = 1(1)n – сумма элементов матрицы смежности по всем стро-

кам для j-го столбца;

n – размерность матрицы смежности.

Затем определяют столбцы, для которых полученные суммы рав-

ны нулю. Операции, номера (индексы) которых совпадают с номера-

ми (индексами) этих столбцов, составляют первый слой. Номер этого

слоя представляется в первой строке первого столбца таблицы, а но-

Таблица слоев

№ слоя Операции, входящие в слой
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мера операций, входящих в этот слой – в ту же строку второго столб-

ца таблицы.

Из полученных для каждого столбца сумм вычитают элементы мат-

рицы смежности, находящиеся на пересечении рассматриваемого стол-

бца и строк, соответствующих операциям, составляющим первый слой.

Определяют столбцы, для которых полученные разности равны нулю.

Операции, номера (индексы) которых совпадают с номерами (индекса-

ми) этих столбцов, составляют второй слой. Номер слоя и номера со-

ставляющих его операций заносятся в соответствующие столбцы таб-

лицы во вторую строку.

Затем из разностей, полученных для каждого столбца на преды-

дущем шаге, вычитают элементы, соответствующие операциям, со-

ставляющим второй слой. Определяют столбцы, для которых но-

вые разности равны нулю, и по ним – операции, составляющие тре-

тий слой. Заполняют третью строку таблицы слоев, и шаги повто-

ряются.

Процесс заполнения таблицы слоев продолжается до тех пор, пока

соответствующая разность для каждого столбца не станет равной нулю.

Таким образом получаем распределение всех операций по слоям.

Операции, входящие в один слой, обладают тем свойством, что для

каждой из них предшествующие операции включены только в слой с

меньшим номером, чем слой, в который входит рассматриваемая опе-

рация, а непосредственно предшествующая операция обязательно при-

надлежит слою с номером на единицу меньше, чем номер слоя, в кото-

рый входит данная операция. Номер слоя соответствует максимальной

длине пути из исходной вершины в вершины слоя, если длина пути изме-

ряется количеством входящих в него дуг. Любые две вершины одного

слоя не являются смежными.

Нумерация вершин и построение сетевого графика. При нуме-

рации вершин сетевой модели необходимо соблюдать следующее пра-

вило: номер любой вершины слоя должен быть больше номера любой

вершины, входящей в предшествующие слои. На нумерацию вершин

внутри единого слоя ограничений обычно не накладывается. При таком

способе нумерации вершин номер начала дуги всегда будет меньше

номера конца этой же дуги для любой дуги сети. Использование кон-

кретных программ для расчета параметров сетей может потребо-

вать соблюдения дополнительных правил при нумерации вершин. К
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ним относятся, например, требования начинать нумерацию обязатель-

но с единицы, не допускать пропусков в нумерации вершин и т. д.

После завершения нумерации вершин производят присвоение но-

вых номеров столбцам и строкам матрицы смежности и их переста-

новку в порядке возрастания новых номеров. В результате получают

матричное представление упорядоченной сети.

Новые номера операций заносят в перечень операций, а также в

специальную таблицу для того, чтобы получить возможность легко

переходить от старой нумерации к новой и наоборот.

При построении диаграммы сетевой модели (построении сете-

вого графика) вершины, входящие в один слой, располагают на

одном уровне, а соединяющие их дуги определяются по матрице

смежности.

Замечание. Если сетевая модель построена, и необходимо только перенумеровать

вершины так, чтобы сеть стала упорядоченной, то можно воспользо-

ваться следующей процедурой.

1-й этап

1-й шаг. Определяют исходные вершины и присваивают им на-

чальные номера в порядке возрастания.

2-й шаг. Отмечают все дуги, для которых эти вершины являют-

ся начальными.

k-й этап

1-й шаг. Определяют все вершины, которые являются конеч-

ными только для отмеченных дуг, и перенумеровывают их в лю-

бом порядке.

2-й шаг. Отмечают все дуги, для которых перенумерованные вер-

шины стали начальными, и переходят к k + 1-му этапу.

Данный процесс является итеративным, начинается с первого

этапа, продолжается последовательным выполнением k-го этапа,

начиная с k = 2, и заканчивается тогда, когда всем завершающим

вершинам будут присвоены порядковые номера. При этом на каж-

дом k-м этапе определяются и нумеруются вершины, входящие в

k-й слой.

На этом построение сети в терминах операций заканчивается. Для

построения сети в терминах операций и событий можно использо-

вать изложенную ранее процедуру преобразования вершинного гра-

фа в реберный, беря в качестве вершинного графа сетевую модель в
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терминах операций, либо производить построение непосредственно

по сети в терминах операций и перечню операций. При этом жела-

тельно включение в перечень и соответствующих событий. Следует

отметить, что построение сети в терминах операций значительно

облегчает последующее построение сети в терминах операций и со-

бытий.

Применение указанной методики построения сетевых моделей,

ориентированных на операции, рассмотрим на следующем примере.

Пример 3.3.1

 Задан комплекс операций. Требуется построить сетевую модель,

ориентированную на операции, и сетевую модель, ориентированную

на операции и события, для заданного комплекса.

Решение. Пусть для заданного комплекса операций составлен пе-

речень операций в виде табл. 3.3.1.

1. По перечню операций составим матрицу смежности сетевой

модели в терминах операций рис. 3.3.2. Нули в матрице не про-

ставлены.

Таблица 3.3.1

Перечень операций комплекса

Наименование

(индекс)

операции

Продолжительность

операции t
ср

Непосредственно

предшествующая

операция

Непосредственно

последующая опе-

рация

B
1

4 – B
2
, B

4
, B

5

B
2

3 B
1

B
3
, B

6
, B

7

B
3

3 B
2

–

B
4

2 B
1

B
12

, B
14

B
5

4 B
1

B
15

B
6

8 B
2

B
15

B
7

5 B
2

B
8
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2. Для удобства заполнения таблицы слоев составим вспомога-

тельную таблицу (табл. 3.3.2), в которую будем последовательно

заносить результаты суммирования и последующих вычитаний эле-

ментов матрицы смежности для каждого столбца. В первую строку

таблицы занесем результаты суммирования элементов матрицы

смежности построчно для каждого столбца согласно формуле (3.3.2).

Равные нулю суммы оказались в столбцах, соответствующих опе-

рациям с индексами B
1
 и B

13
. Поэтому занесем эти индексы в пер-

вый слой таблицы слоев (табл. 3.3.3), а содержимое строк матрицы

смежности, соответствующих данным индексам, вычтем из полу-

ченных для каждого столбца сумм. При этом столбцы, содержимое

которых в строке сумм равно нулю, в процессе вычитания на данном

этапе и в дальнейшем процессе не участвует. Это правило будет спра-

ведливо для тех столбцов вспомогательной таблицы, в которых на

последующих этапах будут получаться нули.

На втором этапе равными нулю оказались разности в столбцах вспо-

могательной таблицы с индексами B
2
, B

4
, B

5
. Занесем эти индексы во

второй слой таблицы слоев, а содержимое строк матрицы смежности с

Продолжение табл. 3.3.1

Наименование

(индекс)

операции

Продолжительность

операции t
ср

Непосредственно

предшествующая

операция

Непосредственно

последующая опе-

рация

B
8

8 B
7
, B

10
, B

15
–

B
9

4 B
12

–

B
10

4 B
12

B
8

B
11

4 B
12

B
15

B
12

9 B
4
, B

13
B

9
, B

10
, B

11

B
13

            10 – B
12

, B
14

B
14

5 B
4
, B

13
B

15

B
15

8 B
5
, B

6
, B

11
, B

14
B

8
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данными индексами вычтем из содержимого столбцов второй строки

вспомогательной таблицы.

На третьем этапе равными нулю оказались разности в столбцах вспо-

могательной таблицы с индексами B
3
, B

6
, B

7
, B

12
, B

14
. Занесем эти ин-

дексы в третий слой таблицы слоев, а содержимое строк матрицы смеж-

ности с данными индексами вычтем из содержимого столбцов третьей

строки вспомогательной таблицы.

Действуя таким образом, постепенно заполняем вспомогательную

таблицу и таблицу слоев до тех пор, пока все операции комплекса не

будут распределены по слоям. На этом заполнение таблицы слоев за-

Рис. 3.3.2. Матрица смежности сети в терминах операций
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канчивается. Окончательный результат заполнения вспомогательной

таблицы и таблицы слоев приведен в виде табл. 3.3.2 и 3.3.3.

3. По таблице слоев и матрице смежности строим сетевой график

модели, ориентированной на операции. При этом вершины сети, входя-

щие в один слой, располагают по вертикали таким образом, чтобы из-

Вспомогательная таблица

Таблица 3.3.2

j
B

1
B

2
B

3
B

4
B

5
B

6
B

7
B

8
B

9
B

01
B

11
B

21
B

31
B

41
B

51

1 0 1 1 1 1 1 1 3 1 1 1 2 0 2 4

2 0 1 0 0 1 1 3 1 1 1 1 1 4

3 0 0 0 3 1 1 1 0 0 3

4 1 0 0 0 1

5 1 0

6 0

i

Таблица 3.3.3

Таблица слоев

№ слоя Индекс операции, входящей

 в слой

I    В
1
,  B

13

II    В
2
,  B

4
,  В

5

III    В
3
,  B

6
,  В

7
,  B

12
,  В

14

IV    В
9
,  B

10
,  В

11

V    В
15

VI    В
8
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бежать лишних пересечений дуг. Над вершиной проставляется индекс

соответствующей ей операции, а под вершиной – продолжительность

этой операции. Затем производят нумерацию вершин в соответствии с

указанными в приведенной выше методике правилами. Построенный

таким образом сетевой график упорядоченной сети в терминах опера-

ций представлен на рис. 3.3.3.

Поскольку построенная сеть содержит малое число элементов и до-

статочно проста, то сетевой график сети, ориентированной на операции

и события, строим непосредственно по сети, ориентированной на опера-
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Рис. 3.3.3. Упорядоченная сеть в терминах операций
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ции. При этом нумерация вершин (событий) производится способом,

указанным в замечании к методике, без предварительного построения

таблицы слоев. Построенный сетевой график сетевой модели, ориенти-

рованной на операции и события, приведен на рис. 3.3.4.

Номера операций указаны под дугами, а их продолжительность –

под ними.

3.4. АНАЛИЗ СЕТЕВЫХ МОДЕЛЕЙ

3.4.1. Оценивание продолжительности операций

Основу анализа сетевой модели составляет расчет значений ее па-

раметров.

Определение 3.4.1. Параметры сетевой модели – величины, ха-

рактеризующие временные соотношения между событиями и операци-

ями, а также вид, количество ресурсов, затрачиваемых в процессе вы-

полнения операций, и объем выполняемых работ.

Параметры, описывающие временные соотношения между событи-

ями и операциями в сетевой модели, а также затраты времени на вы-

полнение операций, называются временными параметрами.
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Исходными для определения всех временных параметров служит про-

должительность (длительность) операции, обозначаемая t
ij
 для опера-

ции < i,  j>. Продолжительность любой операции до окончания ее вы-

полнения является величиной неизвестной, а следовательно, случайной.

Наиболее полно случайная величина характеризуется законом распре-

деления. Точные законы распределения продолжительностей операций,

входящих в моделируемый комплекс, также обычно неизвестны. По-

этому на практике используют аппроксимирующие законы, которые ста-

раются подобрать таким образом, чтобы один и тот же закон распреде-

ления, различаясь только числовыми характеристиками, с точностью,

достаточной для целей моделирования, аппроксимировал законы рас-

пределения продолжительностей всех операций, входящих в комплекс.

Наиболее часто в качестве аппроксимирующих законов используют

законы бета-распределения, треугольного и логарифмически нормаль-

ного распределений.

В общем случае формула плотности бета-распределения случайной

величины x̂ , заданной на интервале (0,1], имеет следующий вид:

( ) ( ) ( ) 11
ˆ

0 при 0;

1
; , 1 при 0< 1;

,

0 при 1,

qp
x

x

x p q x x x
p q

x

−−

 ≤

ϕ = − ≤ Β
 >

(3.4.1)

где  ( ),p qΒ  – бета-функция, определяемая выражением

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
11

0

, 1 d ,qp p q
p q x x x

p q
−− Γ Γ

Β = − =
Γ +∫ (3.4.2)

где Γ(z) – гамма-функция, определяемая по формуле

( ) 1

0

d .y zz e y y
∞

− −Γ = ∫ (3.4.3)

Известно, что для целых z функция Γ(z) определяется выражением

Γ(z) = (z–1) !

Математическое ожидание,  дисперсия  и  мода  случайной величи-

ны, распределенной по закону (3.4.1), вычисляются по формулам
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[ ]ˆM ,
p

x
p q

=
+ (3.4.4)

[ ]
( ) ( )2

ˆD ,
1

pq
x

p q p q
=

+ + + (3.4.5)

[ ] 1
ˆMo .

2

p
x

p q

−=
+ − (3.4.6)

Величины p и  q называются  параметрами  закона   распределения

(3.4.1).

Если для аппроксимации реальных распределений  продолжительно-

стей операций используют бета-распределение, то поступают следую-

щим образом.

Полагают, что  продолжительность îjt  произвольной операции есть

заданная на интервале  ( min max,ij ijt t 
  случайная  величина, наиболее ве-

роятное значение которой равно m, т. е.

( min maxˆ , ,

ˆMo .

ij ij ij

ij

t t t

t m

∈ 
  = 

Введя параметры α = p – 1, γ = q – 1 и задавая линейное преобразо-

вание случайной величины x̂  в случайную величину îjt  выражением

min

max min
,

ij ij

ij ij

t t
x

t t

−
=

−

из формулы (3.4.1) получают следующее выражение для плотности рас-

пределения продолжительности  ijt операции:

( )
(

( ) ( ) (

min max

ˆ 1
1 ,min max min max

0, , ,

, ,

ij ij

t ij
m

ij ij ij ij

t t t

t

C t t t t t t t
 α α − ′ 

 ∀ ∉ ϕ = 
 − − ∀ ∈  (3.4.7)
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где

( ) ( )
11max min

min

max min

1, 1 ;

;

1
1 .

ij ij

ij

ij ij

C t t

m t
m

t t

m

−α+γ+ = − Β α + γ +  

−
′ =

−

 γ = α − ′ 
Если предположить (как было сделано, например, разработчиками

математического аппарата системы ПЕРТ), что

α + γ = 4, (3.4.8)

то для математического ожидания и дисперсии случайной величины,

подчиненной закону (3.4.7), будут справедливы следующие выражения:

min max4
ˆM ,

6
ij ij

ij
t m t

t
+ +

  =  (3.4.9)

( )2 2max min min max
4ˆD .

28 63 2

ij ij ij ij
ij

t t t t
t m

−  +
   = − −    

(3.4.10)

Вместо выражения (3.4.10) для вычисления дисперсии часто исполь-

зуют приближенную формулу

( )2max min

ˆD .
36

ij ij
ij

t t
t

−
  ≈ 

(3.4.11)

Поскольку точные значения  min max ˆ, , Moij ij ijt t t    для реальных опе-

раций не известны,  то на практике применяют оценки этих вели-

чин, полученные экспертным путем или путем статистической об-

работки результатов наблюдений, с помощью которых вычисляют

оценки математического ожидания и среднего квадратического

отклонения по формулам
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( )min max1ˆ ˆM 4Mo ;
6ij ij ij ijt t t t   = + +   

� � � (3.4.12)

( )max min1ˆ ,
6ij ij ijt t t σ = −  � �� (3.4.13)

где

ˆM ijt  
�  – оценка  математического  ожидания продолжительности

îjt  операции;

îjt σ  �  – оценка среднего квадратического отклонения продолжитель-

ности  îjt  операции;

 min
ijt�  – оценка наименьшей возможной продолжительности min

îjt  опе-

рации;

max
ijt�  – оценка наибольшей возможной продолжительности max

ijt�  опе-

рации;

ˆMo ijt  
� – оценка наиболее вероятной продолжительности ˆMo ijt  

операции.

Оценки min max, ,ij ijt t� � и Mo ijt  
� �  называют оптимистической, пессимис-

тической и наиболее вероятной оценками продолжительности  îjt  опе-

рации.

Метод  вычисления  оценок числовых характеристик по формулам

(3.4.12), (3.4.13) называют трехоценочным методом.

Для аппроксимации реального закона распределения продолжитель-

ности  операции  используют выражение (3.4.7),  в котором точные зна-

чения величин min max, ,ij ijt t m  заменены их оценками, а числовые харак-

теристики определяются по формулам (3.4.12),  (3.4.13).

Как следует из выражения  (3.4.10),  дисперсия  продолжительности

операции,  подчиненной закону бета-распределения (3.4.7), при постули-

ровании, что α + γ = 4, зависит от моды распределения. Поэтому ис-
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пользование  оценки (3.4.13) и задание одного и того же значения α при

аппроксимации реальных законов распределения продолжительностей

операций законом  (3.4.7)  приводит к противоречию с заданием в каче-

стве исходных данных трех оценок min max, ,ij ijt t m� � .

От данного недостатка свободно в значительной степени  аппрокси-

мирующее бета-распределение, для которого параметры α и γ закона

распределения выбраны таким образом, что дисперсия распределения

наименьшим образом зависит от разброса моды. Этот выбор можно

осуществить следующим образом.

Дисперсию в рассматриваемом случае можно представить как фун-

кцию случайного аргумента, а именно моды. Поэтому сама дисперсия

есть величина случайная. Если усреднить дисперсию по всем возмож-

ным значениям моды и взять в качестве ее оценки полученное среднее,

то данная оценка при достаточно большом количестве операций в сети

практически не будет зависеть от разброса мод продолжительностей

операций.

Задавая в качестве среднего значения дисперсии величину

( )2max min

ˆD ,
36

ij ij
ij

t t
t

−
  = 

�

можно определить искомые значения параметров α и γ. Это было вы-

полнено В. С.  Поповым, который получил, что α + γ = 4,55. Округляя

полученное значение до ближайшего целого, он принял, что

α + γ = 5, (3.4.14)

и с учетом этого предположения получил следующее выражение для

плотности аппроксимирующего бета-распределения1:

( ) ( )
( )

( )
( )

(
(

min min

max min max min

5 5

min max min min
1

ˆ

min max

, , ,

0, , ,

ij ij

ij ij ij ij

ij

m t m t

t t t tij ij ij ij
t

ij ij

C t t t t t t t
t

t t t

− −

− −


  − − ∀ ∈ϕ = 
 ∀ ∉ 

(3.4.15)

1 Голенко Д. И. Статистические методы сетевого планирования и управления. М.: Наука,

1968. 400 с.
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где

( )

( ) ( )
( ) [ ]

( )

( ) ( ) ( )

( )

min

max min

min

max min

5

5
max min min

0

min max min

5

1 5
max min max min min

0

min

max

720sin
,

5

, 0(1]5 ,
5

720( 1)
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5

5
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ij ij

ij

ij ij

m t

t t

ij ij ij
k

ij ij ij

m t

t t

ij ij ij ij ij
k

ij

ij

k t t m t

l
m t t t l

C

t t k t t m t

m t
q

t t

π −

−

=

−

−

=

−
 π − − −  

≠ + − ∈

−=
 − − − −  

−
=

−

∏

∏

( )
min

min max min

,

, [0(1]5].
5

ij

ij ij ij
l

m t t t l
























 = + − ∈




Числовые характеристики бета-распределения  (3.4.15) определяются

выражениями

( )min max1ˆM 5 ;
7ij ij ijt t m t  = + +  (3.4.16)

  
( )2 2max min min min

max min max min
ˆD 6 25 25 .

392

ij ij ij ij
ij

ij ij ij ij

t t m t m t
t

t t t t

 −  − −    = + −    − −   

 (3.4.17)

При этом вместо (3.4.17) с достаточной степенью точности можно

использовать выражение

( )2max min

ˆD .
36

ij ij
ij

t t
t

−
  = 

(3.4.18)

k ≠ q
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При практическом применении выражений (3.4.15), (3.4.16), (3.4.18)

вместо величин  max min, ,ij ijt t m  используют их оценки.

Кроме бета-распределения при трехоценочном методе в качестве

аппроксимирующего  может  быть  использовано  треугольное  распре-

деление, плотность которого определяется выражением

( )
( )( ) (

( )
( )( ) (

(

min
min

max min min

max
max

ˆ max min max

min max

2
, если , ;

2
, если , ;

0, если , .

ij

ij
ij

ij ij ij

ij
ijt

ij ij ij

ij ij

t t
t t m

t t m t

t t
t m t

t t t m

t t t

 −
 ∈  − −


− ϕ = ∈ − −

 ∉ 



(3.4.19)

Функция распределения для треугольного закона имеет вид

  ( )

( )
( )( ) (

( )
( )( ) (

min

2min
min

max min min

ˆ 2max
max

max min max

max

0, если   ;

, если , ;

1 , если , ;

1, если   .

ij

ij
ij

ij ij ij

t ij

ij
ij

ij ij ij

ij

t t

t t
t t m

t t m t
F t

t t
t m t

t t t m

t t

 ≤



− ∈ − −= 
 − − ∈ − −


>

 (3.4.20)

Числовые характеристики треугольного  распределения  определя-

ются по формулам
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( )min max1ˆM ;
3ij ij ijt t m  = + +  (3.4.21)

( )2 2min 2 max min min max max1ˆD .
18ij ij ij ij ij ij ijt t m t mt t t mt  = + + − − −  (3.4.22)

Применение треугольного распределения и бета-распределения вида

(3.4.7) при предположении (3.4.8) дает примерно одинаковые резуль-

таты.

Хорошие результаты может дать использование двухоценочного ме-

тода  при  аппроксимации  реальных  распределений продолжительнос-

тей  операцией бета-распределением1.  При этом плотность распреде-

ления описывается выражением

( )

(
( )( )

( )
(

min max

2min max
ˆ

min max
4max min

0, если , ;

12 , если , ,
ij

ij ij

t ij ij
ij ij

ij ij

t t t

t t t t t
t t t

t t

 ∉ 
ϕ =  − −

 ∈  −

(3.4.23)

а числовые характеристики имеют вид

( )min maxˆM 0,2 3 2 ;ij ij ijt t t  = +  (3.4.24)

( )2max minˆD 0,04 ;ij ij ijt t t  = −  (3.4.25)

min max2
Mo .

3
ij ij

ij
t t

t
+

  =  (3.4.26)

Вычислению оценок двухоценочным методом следует отдать

предпочтение перед трехоценочным, так как наибольшие затрудне-

ния у экспертов встречает получение оценки моды, которая не ис-

пользуется в двухоценочном методе, а расхождение между оценка-

1 Голенко Д. И. Указ. соч.
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ми математического ожидания по двухоценочному и трехоценочно-

му методам составляет чуть больше одного процента.

3.4.2. Параметры сетевой модели

В основе определения параметров сетевой модели лежит понятие

пути. Сетевая модель представляет собой ориентированный граф,

поэтому путем в сети будет любая последовательность дуг, в кото-

рой начало непосредственно последующей дуги совпадает с концом

непосредственно предшествующей. В детерминированной сети от-

сутствуют петли и контуры, следовательно, любой путь проходит

через любую дугу и любую вершину не более одного раза. Это озна-

чает, что все пути в сетевой модели являются простыми и элемен-

тарными.

В сетевом моделировании используются следующие виды путей:

между вершинами, предшествующий вершине, последующий за вер-

шиной, полный.

Определение 3.4.2. Путь между вершинами – путь, исходящий

из одной рассматриваемой вершины и входящий в другую рассмат-

риваемую вершину.

Путь между вершинами i и j обычно обозначают символом L
ij
.

Определение 3.4.3.  Путь, предшествующий вершине – путь меж-

ду исходной и рассматриваемой вершинами.

При обозначении исходной вершины символом I путь, предшествую-

щий вершине i, обозначается символом I
Ii
.

Определение 3.4.4. Путь, последующий за вершиной – путь меж-

ду рассматриваемой и завершающей вершинами.

При обозначении завершающей вершины символом C путь, после-

дующий за вершиной i, обозначается символом L
iC

.

Определение 3.4.5. Полный путь – это путь между исходной и за-

вершающей вершинами.
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Обычно полный путь обозначается символом L
IC

.

Среди полных путей в сетевой модели ввиду особой важности вы-

деляют критические и подкритические пути.

Определение 3.4.6.  Критический путь – полный путь, имею-

щий в сетевой модели наибольшую продолжительность.

Подкритическим путем называют путь, продолжительность ко-

торого мало отличается от продолжительности критического пути. Это

отличие чаще всего измеряется в долях от продолжительности крити-

ческого пути и для всех подкритических путей не должно превышать

заданного.

Для критического пути введем обозначение L
кр

.

При анализе сетевых моделей наибольшее применение находят

следующие параметры сети.

1. Продолжительность t(L
ij
) пути L

ij
 между вершинами i и j

( ) ( ),

lk ij

ij lk
r L

t L t r
∀ ∈

= ∑
(3.4.27)

где r
lk

  – операция <l, k>; t(r
lk

) – продолжительность операции <l, k>.

Продолжительность пути равна сумме продолжительностей опе-

раций, составляющих рассматриваемый путь.

2. Продолжительность T
кр

 критического пути

( )
{ }

( )кр кр max .
IC

IC
L

T t L t L= = (3.4.28)

3. Ранний срок р

it  свершения i-го события

( )
{ }

р max .
Ii

Iii
L

t t L= (3.4.29)

Раз событие не может произойти, пока не будут выполнены все

предшествовавшие ему операции, то ранний срок свершения собы-

тия определяется наибольшей из всех продолжительностей предше-

ствовавших этому событию путей.
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4. Поздний срок 
п

it  свершения i-го события

( )
{ }

п
кр max .

iC

i iC
L

t T t L= − (3.4.30)

Самое позднее свершение события не должно приводить к увели-

чению продолжительности критического пути, поэтому поздний срок

свершения события определяется разностью между продолжитель-

ностью критического пути и наибольшей из всех продолжительнос-

тей последующих за этим событием путей.

5. Ранний срок  
р.н

ijt  начала операции < i, j >

р.н р .ij it t= (3.4.31)

Поскольку  операция не может быть начата,  пока не свершится

ее начальное событие,  то ранний срок начала операции  совпадает  с

ранним сроком свершения ее начального события.

6. Поздний срок п.н

ijt  начала операции < i, j >

п.н п ,ij j ijt t t= − (3.4.32)

где t
ij
 – продолжительность операции < i, j >.

Выполнение операции не должно вызывать  увеличения  продол-

жительности критического пути,  а следовательно, и позднего срока

свершения конечного события операции. Так как операция имеет оп-

ределенную  продолжительность,  то  позднее начало операции вы-

числяется  как разность между поздним сроком свершения ее ко-

нечного  события  и  продолжительностью самой операции.

7. Ранний срок р.о

ijt  окончания операции < i, j >

р.о р .ijij it t t= + (3.4.33)

8. Поздний срок  п.о

ijt окончания операции < i, j >

п.о п .ij jt t= (3.4.34)
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9. Резерв времени R (L
IC

) полного пути

( ) ( )кр .IC ICR L T t L= − (3.4.35)

Резервом времени  полного  пути называют разность между про-

должительностями критического и рассматриваемого полного путей.

Данный параметр определяет наибольший промежуток времени, на

который можно увеличить продолжительность рассматриваемого пол-

ного пути,  не увеличивая при этом продолжительности критического

пути.

10. Резерв времени R
i
 i-го события

рп .i i iR t t= − (3.4.36)

11. Полный резерв времени п

ijR  операции < i, j >

р р.оп п п.о .ij j ij iji ijR t t t t t= − − = − (3.4.37)

Полный резерв времени операции – это наибольший промежу-

ток времени, на который  можно увеличить продолжительность

операции,  не увеличивая при этом продолжительности критичес-

кого пути.

12. Частный резерв времени первого вида ijR′  операции < i, j >

п п п.н п .ij j i ij ij iR t t t t t′ = − − = − (3.4.38)

Частный резерв  времени  первого  вида  операции – это наибольший

промежуток времени,  на который может быть увеличена продолжи-

тельность операции  при  условии,  что  это  не вызовет изменения по-

зднего срока свершения ее начального события.

13. Частный резерв времени второго вида ijR′′ операции < i, j >

р р р р.о .ij ijj i j ijR t t t t t′′ = − − = − (3.4.39)

Частный резерв  времени  второго  вида  операции – это наибольший

промежуток времени, на который может быть увеличена продолжитель-

ность операции при условии, что это не вызовет изменения раннего сро-

ка свершения ее конечного события.
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14. Свободный резерв времени с

ijR  операции < i, j >

рс п .ij i ijjR t t t= − − (3.4.40)

Свободный резерв времени операции –  это наибольший промежуток

времени, на который может быть увеличена продолжительность опера-

ции при условии, что это не вызовет изменения позднего срока сверше-

ния ее начального события и раннего срока свершения ее конечного

события.

Рассмотрим введенные параметры.

Исходя из определений раннего и позднего сроков свершения собы-

тий для исходного и завершающего события получаем

р п

р п

с с кр

0;

.

IIt t

t t T

= =

= =

Графически ранний  и  поздний  сроки свершения любого события,  а

также его резерв времени могут быть представлены в следующем виде

(рис. 3.4.1).

Обозначим символом  
( )i
ICL  полный путь, проходящий через i-е собы-

тие, а символом 
( )( )

max

i
ICt L  – наибольшую из продолжительностей та-

ких путей.

Легко показать, что

Рис. 3.4.1. Диаграмма взаимосвязи временных параметров событий в сети

t

R
i

Tкр

Tкр0 t

р п
IIt t=

р
it

п

it
р п

ССt t=

{ }
( )max

Ii
Ii

L
t L

{ }
( )max

iC
iC

L
t L
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( )( ) ( ){ }
( )( ) { }

( )
{ }

( )
с

с
max

max max max .
i

Ii iIC

i i
Ii iIC IC

L LL
t L t L t L t L= = + (3.4.41)

Анализ выражения (3.4.41) и диаграммы  (см. рис. 3.4.1) позволяют

сделать следующие выводы.

1. Резерв  времени  события  равен  резерву времени полного пути,

проходящего через это событие и имеющего наибольшую продолжи-

тельность:

( )( )
min

,
i

i ICR R L=

где

( )( ) ( )( )кр
min max

.
i i

IC ICR L T t L= −

2. Резервы времени событий, принадлежащих критическому пути,

равны нулю. Это означает, что для каждого события, принадлежащего

критическому пути, ранний и поздний сроки его свершения совпадают.

Графическое представление  остальных параметров сети приведено

на рис. 3.4.2.

р
it

п

it

R
i

Tкр

R
j

0

{ }
( )max

Ii
Ii

L
t L { }

( )max
jC

jC
L

t L

р.н

ijt п.н

ijt р.о

ijt п.о

ijt

п

ijR ijt

ijt п

ijR

c
ijR c

ijRijR′ ijR′′

ijR′

ijR′′

t
ij

t
ij

Рис. 3.4.2. Диаграмма взаимосвязи временных параметров операций в сети

р

jt п

jt
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Обозначим символом 
ij

ICL  полный путь, проходящий через опера-

цию  < i,  j >, а символом  ( )
max

ij
ICt L –  наибольшую из продолжительно-

стей таких путей.

Тогда

( )
{ }

( )
{ }

( )
{ }

( )
с

с

max
max max max .

ij
Ii jIC

ij ij
Ii j ijIC IC

L LL

t L t L t L t L t= = + + (3.4.42)

Выражение (3.4.42) и  графическое  представление  параметров  сети

(см. рис. 3.4.2) позволяют сделать следующие выводы.

1. Полный  резерв  времени операции равен резерву времени полного

пути,  проходящего через эту операцию и имеющего наибольшую  про-

должительность:

{ }
( )п min .

ij
IC

ij
ij IC

L

R R L=

2. Все резервы времени операций, принадлежащих критическому

пути, равны нулю.

3. Частные  резервы  первого и второго вида, а также свободный

резерв времени операций являются частями полного  резерва  времени

этой операции, удовлетворяющими соотношениям:

п ;ij ij iR R R′ = − (3.4.43)

п ;ij ij jR R R′′ = − (3.4.44)

п с .ij ij ij ijR R R R′ ′′= + + (3.4.45)

4. Полный резерв времени операции может быть вычислен по следу-

ющим формулам:

р.нп п.н ;ij ij ijR t t= − (3.4.46)
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р.оп п.о ;ij ij ijR t t= − (3.4.47)

р.нп п.о .ij ij ijijR t t t= − − (3.4.48)

5. Если

р п ,i ijjt t t− ≤

то свободный резерв времени операции будет  отрицательным или

равным нулю. Это говорит о том, что продолжительность рассмат-

риваемой операции не может быть увеличена без изменения раннего

срока свершения конечного и позднего срока свершения начального со-

бытий этой операции.

6. Частный резерв времени первого вида образуется у операции, че-

рез начальное событие которой проходит хотя бы один полный путь,

имеющий продолжительность большую, чем любой полный путь, про-

ходящий через рассматриваемую операцию.

7. Частный резерв времени второго вида образуется у операции, че-

рез конечное событие которой проходит хотя бы один полный путь, име-

ющий продолжительность большую, чем любой полный путь, проходя-

щий через рассматриваемую операцию.

При использовании резервов времени в процессе планирования и уп-

равления комплексом операций следует иметь в виду, что увеличение

продолжительности операции приводит к соответствующему уменьше-

нию резервов времени всех операций, принадлежащих полному и наибо-

лее продолжительному пути, проходящему через данную операцию. Это

означает, например, что, если полный резерв времени некоторой опера-

ции уменьшился на некоторую величину за счет увеличения ее продол-

жительности, то ровно на эту величину уменьшился полный резерв вре-

мени каждой операции, принадлежащей наиболее продолжительному из

полных путей, проходящих через рассматриваемую операцию.

Полные пути, обладающие достаточно большими резервами време-

ни, называют ненапряженными. Продолжительность критического пути,

резервы времени операций и событий относят к основным параметрам, а

остальные – к вспомогательным. Кроме параметров, рассмотренных при

анализе сетевой модели, могут быть использованы и другие параметры,

описание которых имеется в соответствующей литературе.
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3.4.3. Методы расчета параметров сетевой модели

Методы расчета параметров сети подразделяются на методы с ис-

пользованием ЭВМ и ручного расчета, в которых ЭВМ не используется.

Методы ручного расчета применяются в тех случаях, когда

объем сети достаточно мал (300–400 операций), а также для про-

верочных расчетов и расчетов отдельных параметров, например,

продолжительности критического пути.

Эти методы можно разделить на две группы: аналитические и

статистические, основанные на статистическом моделировании.

Аналитические методы включают расчет параметров по формулам,

непосредственно на сетевом графике, табличный и матричный методы.

Рассмотрим их.

Расчет параметров сетевой модели по формулам

Метод основан на использовании приведенных ранее аналитичес-

ких зависимостей между параметрами сетевой модели и продолжи-

тельностью операций. Применение метода рассмотрим на примере.

Пример 3.4.1

Пусть сетевая модель, ориентированная на операции и события,

задана сетевым графиком (см. рис. 3.3.4). Требуется рассчитать

ранние и поздние сроки свершения событий, резервы времени собы-

тий, продолжительность и состав критического пути, полные и част-

ные резервы времени операций.

Решение. Вычисление искомых параметров производят следую-

щим образом.

1. Ранние сроки свершения событий вычисляются по формуле

{ }
( )

{ } { }р рmax max ,
Ii

Ii k ii k
L k

t t L t t= = + (3.4.49)

в которой множество {k} определяет множество всех вершин сети,

из которых исходят дуги, заходящие в i-ю вершину.

Вычисления начинают с исходного события и для упорядоченной

сети выполняют последовательно  в порядке возрастания номеров

событий.  Заканчивают вычисления  на завершающем событии. По-

рядок вычислений и их результаты для рассматриваемого примера

следующие:
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{ } { }

{ }
{ }

{ }

р

1
р р

122 1
р р

133 2

р р р

14 254 1 2

р р

455 4

р р р р р

26 36 56 5656 2 3 4

р р р р

37 57 647 53 6

0;

0 4 4;

4 3 7;

max , max 0 10, 4 2 10;

10 9 19;

max , ,

max 4 4, 7 8, 10 5, 19 4 23;

max , , max 7 5

t

t t t

t t t

t t t t t

t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t

=

= + = + =

= + = + =

= + + = + + =

= + = + =

= + + + + =

= + + + + =

= + + + = +{ }

{ } { }р р р р

38 58 785 78 3

, 19 4, 23 8 31;

max , , max 7 3, 19 4, 31 8 39.t t t t t t t

+ + =

= + + + = + + + =

2. Продолжительность критического пути. В рассматриваемой сети

завершающим событием является восьмое событие, поэтому

р

кр 8 39.T t= =

3. Поздние сроки свершения событий вычисляются по формуле

{ }
( )

{ } { }
С

п п
кр Сmax min ,

i

i i k ik
kL

t T t L t t= − = − (3.4.50)

в которой множество {k} определяет множество всех вершин сетевой

модели, в которые заходят дуги, исходящие из i-й вершины.

Вычисления начинают с завершающего события  и  для  упо-

рядоченной сети выполняют последовательно в порядке убыва-

ния номеров событий. Заканчивают вычисления на исходном со-

бытии:
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{ } { }

{ } { }

{ } { }

п

8 кр

п п

7 8 78

п п

6 7 67

п п п п

5 6 56 7 57, 8 58

п п п

4 5 45 6 46

п п п п

3 6 36 7 37 8 38

п

2

39;

39 8 31;

31 8 23;

min , min 23 4, 31 4, 39 4 19;

min , min 19 9, 25 5 10,

min , , min 23 8, 31 5, 39 3 15;

mi

t T

t t t

t t t

t t t t t t t

t t t t t

t t t t t t t

t

= =

= − = − =

= − = − =

= − − − = − − − =

= − − = − − =

= − − − = − − − =

= { } { }

{ } { }

п п п

3 23 4 24 6 26

п п п

1 2 12 4 14

n , , min 15 3, 10 2, 23 4 8.

min , min 8 4, 10 10 0.

t t t t t t

t t t t t

− − − = − − − =

= − − = − − =

Результат вычисления  позднего  срока  исходного  события  слу-

жит контролем правильности вычислений. Если он оказывается не рав-

ным нулю, то где-то в вычислениях допущена ошибка.

4. Резервы времени событий вычисляются по формуле

рп .i i iR t t= −

р рп п

1 1 5 5 51
р рп п

2 1 6 62 6

р рп п

3 3 7 7 73

р рп п

4 4 8 84 8

0 0 0; 19 19 0;

8 4 4; 23 23 0;

15 7 8; 31 31 0;

10 10 0; 39 39 0

R t t R t t

R t t R t t

R t t R t t

R t t R t t

= − = − = = − = − =

= − = − = = − = − =

= − = − = = − = − =

= − = − = = − = − =

Поскольку резервы времени 1-, 4-, 5-, 6-, 7- и 8-го событий равны

нулю, то критический путь проходит через эти события.

5. Полные резервы времени операций вычисляются по формуле

рп п .ij j ijiR t t t= − −
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р рп п п п

12 2 12 45 5 451 4
р рп п п п

14 4 14 46 6 461 4
р рп п п п

23 3 23 56 6 5652
р рп п п п

24 4 24 57 7 552

8 0 4 4; 19 10 9 0;

10 0 10 0; 23 10 5 8;

15 4 3 8; 23 19 4 0;

10 4 2 4;

R t t t R t t t

R t t t R t t t

R t t t R t t t

R t t t R t t t

= − − = − − = = − − = − − =

= − − = − − = = − − = − − =

= − − = − − = = − − = − − =

= − − = − − = = − − 7

р рп п п п

26 6 26 58 8 5852
р рп п п п

36 6 36 67 7 673 6

р рп п п п

37 7 37 78 8 7873

рп п

38 8 383

31 19 4 8;

23 4 4 15; 39 19 4 16;

23 7 8 8; 31 23 8 0;

31 7 5 19; 39 31 8 0.

39 7 3 29

R t t t R t t t

R t t t R t t t

R t t t R t t t

R t t t

= − − =

= − − = − − = = − − = − − =

= − − = − − = = − − = − − =

= − − = − − = = − − = − − =

= − − = − − = ;

Полные резервы времени операции <1, 4>, <4, 5>, <5, 6>, <6, 7>, <7, 8>

равны нулю, поэтому эти операции принадлежат критическому пути.

6. Частные резервы времени первого вида операций вычисляются

по формуле

п .ij ij iR R R′ = −

п п

12 12 1 45 45 4

п п

14 14 1 46 46 4

п п

23 23 2 56 56 5

п п

24 24 2 57 57 5

п п

26 26 2 58 58 5

36

4 0 4; 0 0 0;

0 0 0; 8 0 8;

8 4 4; 0 0 0;

4 4 0; 8 0 8;

15 4 11; 16 0 16;

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

R R

′ ′= − = − = = − = − =

′ ′= − = − = = − = − =

′ ′= − = − = = − = − =

′ ′= − = − = = − = − =

′ ′= − = − = = − = − =

′ = п п

36 3 67 67 6

п п

37 37 3 78 78 7

п

38 38 3

8 8 0; 0 0 0;

19 8 11; 0 0 0.

29 8 21;

R R R R

R R R R R R

R R R

′− = − = = − = − =

′ ′= − = − = = − = − =

′ = − = − =

7. Частные резервы времени второго вида операций вычисляются

по формуле

п .ij ij jR R R′′ = −
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п п

12 12 2 45 45 5

п п

14 14 4 46 46 6

п п

23 23 3 56 56 6

п п

24 24 4 57 57 7

п п

26 26 6 58 58 8

4 4 0; 0 0 0;

0 0 0; 8 0 8;

8 8 0; 0 0 0;

4 0 4; 8 0 8;

15 0 15; 0 0

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

R R R R R R

′′ ′′= − = − = = − = − =

′′ ′′= − = − = = − = − =

′′ ′′= − = − = = − = − =

′′ ′′= − = − = = − = − =

′′ ′′= − = − = = − = − =
п п

36 36 6 67 67 7

п п

37 37 7 78 78 8

п

38 38 8

0;

8 0 8; 0 0 0;

19 0 19; 0 0 0.

29 0 29;

R R R R R R

R R R R R R

R R R

′′ ′′= − = − = = − = − =

′′ ′′= − = − = = − = − =

′′ = − = − =

На этом рассмотрение примера закончено.

Расчет параметров сетевой модели непосредственно

на сетевом графике

Данный метод расчета может быть рекомендован для проведе-

ния поверочного расчета сети. Максимальный объем сети для рас-

чета этим методом не должен превышать 1500 тысяч операций. Для

анализируемой сетевой модели в

терминах операций и событий со-

ставляется сетевой график, верши-

ны  которого изображаются  гео-

метрическими фигурами, напри-

мер, кругами, разделенными на че-

тыре сектора. В верхний сектор за-

носится номер события, в левый

сектор – ранний срок свершения со-

бытия, в правый сектор – поздний

срок свершения события, в нижний

сектор –  резерв времени события

(рис. 3.4.3).

Процесс расчета параметров

непосредственно по сетевому графику включает четыре этапа: рас-

чет ранних и поздних сроков свершения событий; расчет резервов

времени событий; определение критического пути.

Выполнение расчета покажем на примере.

R
i

i

р
it

п

it

Рис. 3.4.3. Диаграмма вершины сети

 для расчета параметров непосредственно

 по сетевому графику
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Пример 3.4.2

Пусть сетевая модель, ориентированная на операции и события, за-

дана сетевым графиком (см. рис. 3.3.4). Требуется провести повероч-

ный расчет ранних и поздних сроков свершения событий, резервов вре-

мени событий и продолжительности критического пути непосредствен-

но на сетевом графике.

Решение. События на сетевом графике изображаем кругами, разде-

ленными на четыре сектора. Длительности операций проставляем над

соответствующими дугами. В верхние сектора заносим номера собы-

тий (рис. 3.4.4).

1. Расчет ранних сроков свершения событий выполняют, начиная с

исходного события, последовательно в порядке возрастания номеров

событий с использованием формулы (3.4.49).

Результаты расчета заносят в левые сектора соответствующих вер-

шин сетевого графика.  Ранний срок свершения завершающего собы-

тия, которым в данном примере является восьмое, равен продолжитель-

ности критического пути

0

0 0
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4 12
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8

7 15
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0

10 10

4

0
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5

0
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8
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23 23
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4
4
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3
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4
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Рис. 3.4.4. Расчет параметров сети непосредственно по сетевому графику
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р

кр 8 39.T t= =

2. Расчет поздних сроков свершения событий вычисляем по форму-

ле (3.4.50).

Вычисление начинают с завершающей (восьмой) вершины, выпол-

няют последовательно в порядке убывания номеров вершин и заканчи-

вают на исходной вершине. Результаты вычислений заносят в правый

сектор соответствующих вершин.

Для завершающего события

рп

8 8 39.t t= =

3.  Расчет резервов времени события определяется по формуле

рп .i i iR t t= −

При этом из содержимого правого сектора вычитают содержимое

левого сектора, а результат заносят в нижний сектор.

4. Определение критического пути. При определении состава крити-

ческого пути используют такое свойство, как отсутствие резервов у со-

бытий,  принадлежащих критическому пути.  Нулевые резервы времени

имеют события 1, 4, 5, 6, 7, 8, поэтому критический путь  проходит через

них, а сам критический путь включает операции <1, 4>, <4, 5>, <5, 6>,

<6, 7>, <7, 8>.

Аналогичным образом можно произвести поверочный расчет пара-

метров сети по сетевому графику в терминах операций, определяя при

этом поздние и ранние сроки начала и окончания операций и полные ре-

зервы времени операций.

Табличный метод расчета параметров сети

При расчете параметров сетевой модели табличным методом со-

ставляется специальная таблица, строки и столбцы которой заполняют-

ся в определенном порядке, облегчающем выполнение расчетов. Ме-

тод применяется, когда число операций в комплексе не превышает че-

тырехсот. Схема метода представлена в табл. 3.4.1.

Рассмотрим содержание и порядок выполнения этапов табличного

метода расчета параметров сети.

I этап. Составление таблицы и занесение в таблицу исходных

данных. В зависимости от рассчитываемых параметров таблица име-
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ет различное число столбцов. Так, например, при расчете параметров

операции шапка таблицы имеет следующий вид:

В столбец 2 заносят номера начальных, а в столбец 3 –  номера

конечных событий операций. Для упорядоченной сети коды опера-

ций заносят последовательно в порядке возрастания номеров на-

чальных событий. Занесение начинают с исходного события, и в

случае наличия нескольких операций с одинаковыми номерами на-

чальных событий выполняют в порядке возрастания номеров ко-

нечных событий.

Затем заполняют столбцы 5 и 10, в которые заносят продолжи-

тельность соответствующих операций, и столбец 1, определяя коли-

чество непосредственно предшествующих операций по сетевому гра-

фику либо подсчитывая количество операций, для которых началь-

Расчет параметров сети табличным методом

Этап Содержание этапа

I 1. Составление таблицы

2. Занесение исходных данных в таблицу

II 3. Вычисление ранних сроков начала и окончания операций

4. Вычисление частных резервов времени второго вида

III 5. Вычисление позднихс сроков начала и окончания операций

6. Вычисление частных резервов времени первого вида

IV 7. Вычисление полных резервов времени операций

Таблица 3.4.1

Таблица расчета параметров операции в сети

Количество не-

посредственно

предшествую-

щих операций
р.н

ijt р.о

ijt ijr′′ ijr′ п.н

ijt п.о

ijt п

ijt

Код

операции
Параметр

i j t
ij

t
ij

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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ное событие интересующей нас операции является конечным. При

этом достаточно просмотреть только операции, расположенные в таб-

лице выше интересующей.

II этап. Вычисление ранних сроков начала и окончания опера-

ций и частных резервов времени второго вида. В столбец 4 заносят

ранние сроки начала операции, начиная с тех операций, для которых на-

чальным событием служит исходное. В соответствующие строки зано-

сятся нули. Одновременно в столбец 6 в эти же строки заносят продол-

жительность соответствующих операций, так как для них ранний срок

окончания операции совпадает с ее продолжительностью.

Для последующих операций столбцы 4 и 6 заполняются следующим

образом. Определяют количество непосредственно предшествующих

операций (столбец 1). Затем среди операций, расположенных в таблице

выше интересующей, выбирают все операции, для которых начальное

событие интересующей операции служит конечным. Число этих опера-

ций должно быть равно числу непосредственно предшествующих опе-

раций. Для выбранных операций просматривают столбец 6, и наиболь-

шее значение раннего срока окончания операций из всех просмотрен-

ных заносят в столбец 4 в качестве раннего срока начала интересую-

щей операции. Столбец 6 для данной операции заполняют, суммируя

содержимое столбцов 4 и 5 для данной строки. Заполнение столбцов 4 и

6 ведут до тех пор, пока эти столбцы не будут заполнены полностью.

После заполнения столбцов 4 и 6 приступают к столбцу 7, занося в него

частные резервы времени второго вида операций следующим образом.

Просматривают столбец 3 номеров конечных событий операций. Если

какой-либо номер встречается в столбце только один раз, то в соответ-

ствующую этому номеру строку столбца 7 заносят нуль, так как опера-

ция с таким номером конечного события имеет нулевой частный резерв

времени второго вида. Если какой-либо номер конечного события встре-

чается в столбце 3 более одного ряда, то просматривают содержимое

столбца 6 для всех строк с данным номером, выбирают наибольшее из

просмотренных значений, и затем разность между наибольшим значе-

нием и содержимым столбца 6 для каждой строки с данным номером

заносят в эту строку столбца 7.

Процесс заполнения столбца 7 заканчивается, когда будут вычисле-

ны частные резервы времени второго вида для всех операций и все
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строки столбца 7 будут заполнены. Вычисления при этом фактически

производятся по формуле

р.н р.о ,ij ijjkR t t′′ = −

эквивалентной выражению (3.4.39).

III этап. Вычисление поздних сроков начала и окончания опе-

раций и частных резервов времени первого вида выполняется пос-

ледовательно в порядке убывания номеров начальных событий опе-

раций.  Начинают расчет с операций, конечные события которых со-

впадают с завершающим. Если такая операция принадлежит крити-

ческому пути, то для нее справедливо равенство

р.о п.о

кр .ijijt t T= =

Поэтому, просматривая строки столбца 6, соответствующие этим

операциям, выбирают наибольшее значение и заносят его во все те

строки столбца 11, которые соответствуют операциям, имеющим за-

вершающее событие в качестве конечного. Кроме того, это же зна-

чение определяет продолжительность критического пути, поэтому его

выделяют в таблице тем или иным способом. Поздний срок начала

данных операций вычисляется по формуле

 п.н п.о

ij ij ijt t t= −

путем вычитания из содержимого строки столбца 11 содержимого

этой  же строки столбца 10.  Результат заносят в соответствующую

строку столбца 9.

Затем выбирают первую снизу незаполненную строку столб-

ца 11. Просматривают начальные события всех операций, рас-

положенных ниже выбранной. Для всех операций, у которых но-

мера начальных событий совпали с номером конечного события

выбранной операции, сравнивают содержимое строк столбца 9 и

наименьшее из сравниваемых значений заносят в выбранную

строку столбца 11. Вычитая из него содержимое этой же строки

столбца 10, получают поздний срок начала выбранной операции,

который заносят в эту же строку столбца 9. Таким образом, про-

цесс заполнения столбцов 11 и 9 происходит практически парал-

лельно.
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После заполнения столбцов 9 и 11 переходят к вычислению част-

ных резервов времени первого вида операций и заполнению столбца

8 таблицы, которое производят следующим образом.

Просматривают столбец 2 номеров начальных событий операций.

Если этот номер в столбце единственный, то в строку столбца 8,

соответствующую данному номеру, заносят нуль. Если номер встре-

чается более одного раза, то для всех этих строк с данным номером

просматривают содержимое столбца 9, выбирают наименьшее из про-

смотренных значений и затем разность между содержимым столб-

ца 9 для строки с данным номером и наименьшим значением зано-

сят в эту же строку столбца 8. Процесс соответствует вычислению

частного резерва времени первого вида операции по формуле

п.н п.о ,ij ij kiR t t′ = −

эквивалентной выражению (3.4.38).

IV этап. Вычисление полных резервов времени операций вы-

полняют по формуле

р.н р.оп п.н п.о .ij ij ijij ijR t t t t= − = −

Для этого достаточно из содержимого строки столбца 9 вычесть

содержимое этой же строки столбца 4 и результат занести в ту же

строку столбца 12, либо из содержимого строки столбца 11 вычесть

содержимое этой же строки столбца 9 и результат занести в ту же

строку столбца 12.

После окончания заполнения столбца 12 все операции с нулевым

полным резервом выделяются тем или иным способом, так как они

принадлежат критическому пути. Продолжительность критического

пути равна позднему или раннему сроку окончания операции, конеч-

ное событие которой совпадает с завершающим событием, а пол-

ный резерв времени равен нулю.

Результаты расчета сетевых параметров рассмотренным ме-

тодом для сетевой модели, представленной сетевым графиком

(см. рис. 3.3.4), приведены в табл. 3.4.2. Начальные и конечные

события операций, составляющих критический путь, выделены

жирным шрифтом. Продолжительность критического пути, про-

ставленная в последней строке столбцов 6 и 11, также выделена

тем же шрифтом.
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Матричный метод расчета параметров сети

Матричный метод позволяет определять ранние и поздние сроки свер-

шения событий, а также состав и продолжительность критического пути.

Результаты расчета сетевых параметров табличным методом

Таблица 3.4.2

р.н

ijt р.о

ijt ijr ′′ ijr ′ п.н

ijt п.о

ijt п

ijr

Число непос-

редстственно

предшествую-

щих операций

Код

операции
Параметр

i j t
ij

t
ij

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 1 2 0 4 4 0 4 4 4 8 4

0 1 4 0 10 10 0 0 0 10 10 0

1 2 3 4 3 7 0 4 12 3 15 8

1 2 4 4 2 6 4 0 8 2 10 4

1 2 6 4 4 8 15 11 19 4 23 15

1 3 6 7 8 15 8 0 15 8 23 8

1 3 7 7 5 12 19 11 26 5 31 19

1 3 8 7 3 10 29 21 36 3 39 29

2 4 5 10 9 19 0 0 10 9 19 0

2 4 6 10 5 15 8 8 18 5 23 8

1 5 6 19 4 23 0 0 19 4 23 0

1 5 7 19 4 23 8 8 27 4 31 8

1 5 8 19 4 23 16 16 35 4 39 16

4 6 7 23 8 31 0 0 23 8 31 0

3 7 8 31 8 39 0 0 31 8 39 0
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Этапы метода и последовательность их выполнения представлены в

табл. 3.4.3. Для упрощения расчетов и перед их проведением сеть упоря-

дочивают. Приведем пример расчета параметров сети матричным мето-

дом.

Пример 3.4.3

 Пусть сетевая модель, ориентированная на операции и события, за-

дана сетевым графиком (см. рис. 3.3.4).

Требуется определить ранние и поздние сроки свершения событий, а

также состав и продолжительность критического пути.

Решение. I этап. Построение матрицы, фактически представля-

ющей собой взвешенную матрицу смежности вершин сетевой модели,

элементы которой равны продолжительности соответствующих опера-

ций, с присоединенными справа столбцом ранних сроков свершения со-

бытий и снизу строкой поздних сроков свершения событий (рис. 3.4.5).

II этап. Вычисление ранних сроков свершения событий начинают

с исходного события и выполняют в порядке возрастания номеров собы-

тий, последовательно заполняя при этом строки столбца 
р

it  матрицы.

Поскольку ранний срок свершения исходного события всегда равен

нулю, то заносят нуль в первую строку столбца 
р

it . Затем просматрива-

ют столбец 2 матрицы и содержимое первой строки данного столбца

суммируют с содержимым этой же строки столбца 
р

it . Сумму заносят

во вторую строку столбца 
р

it . В скобках указывают номер строки, для

которой вычислена эта сумма. Затем переходят к следующему столб-

цу и все вычисления в дальнейшем выполняют по следующей схеме.

Этап Содержание этапа

I Построение матрицы

II Вычисление ранних сроков свершения событий

III Определение продолжительности и состава критического пути

IV Вычисление поздних сроков свершения событий

Расчет параметров сети матричным методом

Таблица 3.4.3



172

Просматривают очередной столбец. Содержимое строк этого

столбца суммируют с содержимым тех же строк столбца 
р

it . Наи-

большая полученная сумма заносится в строку с номером, совпа-

дающим с номером просматриваемого столбца, с указанием в скоб-

ках строки, для которой эта сумма получена. После этого перехо-

дят к следующему столбцу. Вычисления заканчивают на заверша-

ющем событии.

III этап. Определение продолжительности и состава критичес-

кого пути. Ранний срок свершения завершающего события равен про-

должительности критического пути. Поэтому это значение из строки 8

столбца 
р

it  заносим в строку п

jt  столбца 
р

it .

Состав критического пути определяют следующим образом. За-

вершающее событие обязательно принадлежит критическому пути.

Просматривают номера событий в скобках столбца 
р

it , начиная с за-

вершающего события. В строке 8 в скобках указано событие 7, в строке

7 – событие 6, в строке 6 – событие 5, в строке 5 – событие 4, в строке

4 – событие 1, которое является исходным. Все указанные события

принадлежат критическому пути.

i
j р

it

п

jt

Рис. 3.4.5. Матрица временных параметров событий сети

1 2 3 4 5 6 7 8

1 4 10 0

2 3 2 4 4(1)

3 8 5 3 7(2)

4 9 5 10(1)

5 4 4 4 19(4)

6 8 23(5)

7 8 31(6)

8 39(7)

0 8 15 10 19 23 31 39 39
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IV этап. Вычисление поздних сроков свершения событий. Поздний

срок свершения завершающего события равен раннему сроку его свер-

шения. Поэтому заносим это значение в строку п

it  столбца 8. Вычисле-

ние поздних сроков свершения остальных событий выполняют последо-

вательно, начиная с события, номер которого меньше номера заверша-

ющего на единицу, в порядке убывания номеров событий. Общая схема

вычислений имеет следующий вид.

Из содержимого строки п
it  вычитают по столбцам содержимое стро-

ки, номер которой совпадает с номером события, для которого вычис-

ляют поздний срок свершения. Сравнивают полученные разности и наи-

меньшую из них заносят в строку п

jt  соответствующего столбца. Пос-

ле этого переходят к следующему событию. Вычисления заканчивают

на исходном событии. Равенство нулю вычисленного значения поздне-

го срока свершения исходного события служит контролем правильнос-

ти проведенных вычислений.

Следует отметить, что матричный метод основан на унифицирован-

ном алгоритме Форда.

Методы расчета параметров сети, основанные

на статистическом моделировании

 Они  включают моделирование реализаций продолжительностей

операций и структуры комплекса в соответствии с заданными законами

распределения методами статистических испытаний, вычисление для

полученных реализаций конкретных значений искомых параметров од-

ним из рассмотренных выше методов, обработку полученных данных

методами математической статистики и получение необходимых оце-

нок числовых характеристик этих параметров. Точность определения

параметров данными методами на 15–20 % выше, чем детерминиро-

ванными. Однако трудоемкость статистических методов расчета па-

раметров весьма велика, поэтому ручной счет возможен только для

сетевых моделей малых объектов, а для остальных моделей необходи-

мо использование ЭВМ.

При методах расчета параметров сети с использованием ЭВМ при-

меняют универсальные и специализированные аналоговые ЭВМ.

Основными в настоящее время являются методы с использованием

универсальных ЭВМ, так как они позволяют решать наиболее широкий

спектр задач по расчету, анализу и оптимизации параметров сети. Для
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этого разработаны пакеты программ, реализующие различные алгорит-

мы. Достаточно полно многие из этих алгоритмов и программ описаны

в литературе.

Методы, использующие специализированные аналоговые ЭВМ, ос-

нованы на создании аналогии между исследуемой сетевой моделью и

электрической сетью, имеющей ту же топологию, что и исследуемая.

Операции в этом случае моделируются с помощью отдельных цепей,

включающих источники ЭДС и вентильные элементы, а топология ис-

следуемой сетевой модели отображается соответствующим соедине-

нием этих цепей. Напряжения источников ЭДС устанавливаются про-

порционально длительностям моделируемых операций, вентили обес-

печивают направленность протекания тока в цепях. Исследуемые па-

раметры сетевой модели определяются путем непосредственного из-

мерения разности потенциалов между соответствующими точками элек-

трической схемы при подключении к ней определенным образом источ-

ников тока.

Сетевой график сетевой модели в терминах операций и событий и

эквивалентная ей электрическая сеть с подключением для измерения

продолжительности критического пути источником тока I
0
 представле-

ны на рис. 3.4.6 и 3.4.7. Ток в сети между узлами идет по ветвям с

максимальной суммой напряжений, включенных в них источников ЭДС,

т. е. по ветви, соответствующей критическому пути, что позволяет из-

мерить его в единицах напряжения, а также выделить цепи, входящие в

этот путь, примененяя различные индикаторы.

3

81

2

3

7

6

7

9

Рис. 3.4.6. Сетевой график в терминах операций и событий
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В рассматриваемом примере ток течет по ветвям < 1, 2 >, < 2, 3 >,

< 3, 4 >, так как u
1, 2 

+ u
2, 3

 >  u
1, 3

 и u
2, 3 

+ u
3, 4

 > u
2, 4

. Следовательно, эти

цепи составляют критический путь, а его продолжительность, измерен-

ная в единицах напряжения, равна 20 В.

Аналоговое моделирование комплексов операций на специализиро-

ванных ЭВМ целесообразно в тех случаях, когда число операций не пре-

вышает пятисот, а сама модель требует постоянной коррекции.

2

1 4

3

u
1, 2 

= 3 В

u
2, 4 

= 7 В

u
2, 3

= 8 В

u
1, 3 

= 6 В

u
3, 4 

= 9 В

DC

DC

DC

DC

DC

DC

I
0

u
кр

Рис. 3.4.7. Электрический аналог (аналоговая модель) сети, представленной

на рис. 3.4.6
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4. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ СИСТЕМ

4.1. ОБЩИЙ ВИД МОДЕЛИ ФУНКЦИОНИРОВАНИЯ

Функциональное моделирование систем представляет собой про-

цесс построения и исследования моделей функционирования (функци-

ональных моделей), т. е. объектов, исследование которых позволяет

получить информацию о функционировании или поведении системы-

оригинала.

Основной задачей функционального моделирования является уста-

новление зависимости между входными воздействиями на систему,

свойствами системы и ее реакцией на эти воздействия. При этом струк-

тура системы-оригинала в явном виде не рассматривается и не учи-

тывается.

К наиболее общему виду моделей функционирования систем следу-

ет отнести "черный ящик", т. е. систему, у которой могут быть наблю-

даемы лишь внешние воздействия и реакция на эти воздействия. Свой-

ства же системы и процессы, в ней протекающие, считаются неизвест-

ными и не наблюдаемыми (рис. 4.1.1).

Система

Окружающая среда

.
 
 
.
 
 
.

.
 
 
.
 
 
.

Z
1

Z
2

Z
k

Y
1

Y
2

Y
r

Рис. 4.1.1. Модель "черный ящик"
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Процесс моделирования в данном случае заключается в построении

модели

ф , ,M Z Y= (4.1.1)

где Z – множество входных воздействий; Y – множество реакций, и пре-

образовании ее к виду

, , ,Z Y GΓ = (4.1.2)

где G –  соответствие; G ⊂ Z × Y – график соответствия.

В общем случае данное соответствие не является ни функциональ-

ным (есть пары с одинаковыми первыми и разными вторыми компо-

нентами), ни инъективным (есть пары с одинаковыми вторыми и

разными первыми компонентами), поэтому одна и та же модель (4.1.2)

описывает целый класс систем, гомоморфных для данной модели,

которые при одинаковых входных воздействиях имеют разные реак-

ции и, наоборот, одинаково реагируют на различные входные воздей-

ствия.

Такая неоднозначность моделей типа "черного ящика" может быть

устранена путем введения определенных допущений или постулатов

при формализованном описании функционирования систем.

1. Любая система функционирует во времени, взаимодействуя с

внешней (окружающей) средой, и в каждый момент времени нахо-

дится в одном из возможных состояний.

2. Состояние системы в данный момент времени определяется

ее предыдущими состояниями и входными воздействиями на систе-

му в данный и предыдущие моменты времени.

3. Реакция системы в данный момент времени определяется со-

стояниями системы и входными воздействиями на нее в данный и

предыдущие моменты времени.

4. Функционирование системы во времени рассматривается как

процесс перехода системы из состояния в состояние.

Введенные допущения позволяют построить модель функциони-

рования системы в виде
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
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∈ 
ε ∈ − 

(4.1.3)

где

X(t) – вектор состояний системы;

Y(t) – вектор выходов (реакций) системы;

U(t) – вектор управлений;

Z(t) – вектор возмущающих воздействий;

t
0
 – начальный момент времени;

T – конечный момент времени;

Φ – оператор перехода;

ψ – оператор выхода;

ε – запаздывание;

A(t) – множество допустимых состояний системы;

B(t) – множество допустимых управлений.

В модели (4.1.3) выражение (1) называется уравнением состоя-

ния, а выражение (2) – уравнением выхода.

Для систем без последействия модель функционирования записыва-

ется в более простом виде

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )

[ ]

0

0

, , , ; (1)

, ; (2)

.; (3)

; (4)

, . (5)

X t X t U t Z t t

Y t X t t

X t A t

U t B t

t t T

= Φ


= ψ 

∈
∈ 
∈ 

(4.1.4)

4.2. МЕТОДЫ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В зависимости от способа построения и исследования модели функци-

онирования системы различают следующие виды функционального мо-

делирования: аналитическое, экспериментальное, имитационное.
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4.2.1. Аналитическое моделирование

Сущность аналитического моделирования состоит в том, что модель

функционирования системы, представляющая собой совокупность ма-

тематических выражений, описывающих процессы, которые происхо-

дят или могут протекать в моделируемых системах, строится на осно-

вании результатов анализа этих процессов.

В основе аналитического моделирования лежит использование об-

щих законов природы, а также законов и закономерностей протекания

процессов в исследуемых системах, выявленных при анализе.

Построение модели включает следующие этапы:

–  анализ процессов, протекающих в моделируемой системе;

– выбор процессов, существенно влияющих на функционирование

системы;

– определение параметров, характеризующих выбранные процессы,

описание этих процессов;

–  построение аналитической модели функционирования системы.

Результатом построения аналитической модели является совокуп-

ность математических выражений, которые решаются аналитически-

ми либо численными методами.

Достоинством аналитического моделирования следует считать воз-

можность проведения полного исследования функционирования систе-

мы математическими методами (в любых условиях при любых управ-

ляющих и возмущающих воздействиях).

К недостаткам аналитического моделирования следует отнести:

– трудности, связанные с выявлением законов и закономерностей

протекания процессов в сложных системах и обусловленные:

завуалированностью этих процессов;

трудностью выделения факторов, влияющих на процессы;

сложностью процессов, подлежащих анализу;

– необходимость существенных упрощений при построении аналити-

ческих моделей и неизбежная в связи с этим потеря информативности и

адекватности моделей;

– сложность получаемой аналитической модели, несмотря на пред-

принятые упрощения.

Практически хорошие аналитические модели можно построить только

для сравнительно простых и хорошо изученных систем.
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4.2.2. Экспериментальное моделирование

Сущность экспериментального моделирования состоит в следующем.

Проводится эксперимент над системой. По полученным результатам

наблюдений входных и выходных переменных исследуемой системы

строится математическая модель, позволяющая получить аналитичес-

кую зависимость между входом и выходом системы.

Структурная схема, поясняющая сущность экспериментального

моделирования, представлена на

рис. 4.2.1, где X = {U, Z} – входное

воздействие; U – управление; Z –

возмущение; Y –  реакция системы

на входное воздействие; Y
м
 – реак-

ция модели на входное воздействие.

Степень адекватности модели сис-

теме определяется степенью близос-

ти реакций системы Y и модели Y
м
. Для этого используется функция

рассогласования

( )м м, ,r Y Y Y Y= ρ = −

где  – норма, заданная в пространстве, которому принадлежат Y и Y
м
.

Примеры функций рассогласования:

a)                          ( ) )( )(0

0

1/

м

1
, d ,

p
t T

p

t

r Y t Y t t
T

+  = ρ   
∫

где [ ]0 0,t t T+ – интервал наблюдений реакций системы и модели; 1;p ≥

б)           ( )( )( )
0 0

мmax , .
t t t T

r Y t Y t
≤ ≤ +

= ρ

Если ( ) ( )м, ,nY t Y t ∈Ε то ( ) ( ) ( ) ( )м м
, .n nY t Y t Y t Y t= =

Тогда:

а) ( )( )( ) ( ) ( )
1/

м м

1

, ,

pn
p

i i i
i

r Y t Y t q y t y t
=

  = − 
  
∑

где q
i
, i = 1(1)n – вес i-й координаты; 0iq ≥ ; 1;p ≥

Исследуемая

система

Модель

Y

X

Y
м

Рис. 4.2.1. Структурная схема экспе-

риментального моделирования
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б) ( )( )( )
( )

( ) ( )(( )м м
1 1

, max ,i i i
i n

Y t Y t q y t y t
∀ ∈   

ρ = −

где 0iq ≥ .

Возможны и другие способы оценивания адекватности модели пу-

тем введения показателей, характеризующих пригодность модели для

решения задач исследования моделируемой системы.

Обычно оператор, описывающий моделируемую функциональную

зависимость, выбирают из вполне определенного класса. Наиболее

часто используют класс линейных операторов (линейных дифферен-

циальных, интегральных уравнений и т. д.). После выбора класса

операторов определяют параметры модели. Достоинством экспери-

ментального моделирования является то, что построение модели

требует ограниченных априорных данных о системе. К недостаткам

экспериментального моделирования можно отнести следующие:

– экспериментальная модель является, как правило, локальной,

т. е. она адекватна только в узком диапазоне изменения входных и

выходных величин, в пределе которого производились исследования;

– экспериментальные модели плохо приспособлены к целям уп-

равления;

– построение модели возможно только для реально функциониру-

ющей системы;

– построение модели связано с проведением значительного числа

экспериментов;

– не для любой системы возможно проведение экспериментов для

построения модели, так как:

– в результате эксперимента может быть нарушено нормаль-

ное функционирование системы;

– в функциональных системах, составной частью которых яв-

ляются люди, на результат экспериментов может повлиять эф-

фект, проявляющийся в том, что люди, чувствуя, что за ними

наблюдают, меняют свое поведение;

– может оказаться невозможным проведение исследований ва-

риантов функционирования системы, грозящих разрушением си-

стемы или ухудшением безопасности окружающей среды.
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4.2.3. Имитационное моделирование

Имитационное моделирование представляет собой процесс постро-

ения модели исследуемой системы и экспериментирования с этой мо-

делью для получения информации о функционировании моделируемой

системы.

Сущность имитационного моделирования заключается в имитации

на модели процессов функционирования исследуемой системы. При этом

имитироваться может как весь процесс в целом, так и его составляю-

щие с сохранением логической структуры процесса и последовательно-

сти протекания имитируемых явлений во времени.

К основным целям имитационного моделирования относятся:

– описание процессов функционирования систем;

– построение теорий и гипотез, объясняющих наблюдаемые процес-

сы функционирования;

– предсказание хода функционирования системы в будущем.

Широкое применение имитационное моделирование получило с по-

явлением компьютеров. Машинная имитационная модель представля-

ет собой программу, реализующую с помощью компьютера алгоритм,

отображающий динамику последовательности смены состояний мате-

матической модели функционирования исследуемой системы. Такой ал-

горитм называется моделирующим. Поскольку моделирующий алго-

ритм воспроизводит работу математической модели, то при имитаци-

онном моделировании стремятся, чтобы математическая модель струк-

турно и динамически соответствовала исследуемой системе.

Обычно моделирующий алгоритм включает:

– алгоритмы, моделирующие функционирование элементов системы;

– алгоритм, моделирующий взаимодействие элементов системы и

объединяющий процессы их функционирования в единый процесс;

– алгоритм, обеспечивающий согласованную работу всех подалго-

ритмов моделирующего алгоритма (алгоритм-диспетчер); он опреде-

ляет последовательность выполнения операций во времени.

Теоретически имитационные модели позволяют решать любые за-

дачи по исследованию сложных систем. Исследование на этих моделях

наиболее близко к натурному эксперименту, и его часто называют вы-

числительным экспериментом.

Применение имитационного моделирования следует считать целе-

сообразным при выполнении хотя бы одного из следующих условий:
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– не существует законченной математической модели исследуемой

системы, либо еще не разработаны аналитические методы ее исследо-

вания;

– аналитические методы исследования существуют, но столь слож-

ны, что имитационное моделирование дает более простой способ ис-

следования;

– аналитические методы не могут быть реализованы вследствие не-

достаточной профессиональной подготовки исследователей;

– невозможна постановка натурных экспериментов и наблюдение за

функционированием реальных систем в реальных условиях;

– реальный процесс слишком скоротечен либо слишком длителен для

того, чтобы обеспечить возможность эффективного наблюдения за ним.

Достоинства имитационного моделирования:

 – достаточно информации только о функционировании элементов

системы;

 – допустимы любые классы входных воздействий при моделиро-

вании;

– не обязательно наличие реальной системы;

– удобно для исследования с точки зрения управления;

– имеет широкие возможности для применения в обучении.

Недостатки имитационного моделирования:

– сложность оценивания адекватности модели оригиналу;

– громоздкость имитационной модели;

– сложность интерпретации получаемых результатов;

– исследование на имитационных моделях всегда имеет частный

характер, так как каждая модель применима для моделирования отно-

сительно узкого класса систем с ограниченным числом условий функ-

ционирования, параметров системы и их значений.

 4.2.4. Имитационное динамическое моделирование

Имитационное динамическое моделирование, или метод системной

динамики (System Dynamics), основы которого были разработаны

Дж. Форрестелом (США) в 50-х годах, применяется для исследования

сложных систем и является разновидностью имитационного моделиро-

вания. Данный метод дал хорошие результаты при создании моделей

динамики развития производственно-сбытовой фирмы, урбанизирован-

ных территорий, конфликтов и сотрудничества между государства-
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ми. А. В. Федотов успешно использовал имитационное динамичес-

кое моделирование для построения и исследования моделей высше-

го учебного заведения.

Метод имитационного динамического моделирования обладает ря-

дом достоинств, существенных при моделировании сложных систем,

так как позволяет:

– строить модели отдельных подсистем моделируемой систе-

мы, которые могут быть объединены в единую модель, отражаю-

щую все аспекты функционирования и влияния подсистем на сис-

тему в целом;

– формализовать слабоструктуризованное описание исследуемой

системы в соответствии с объективно выявленными причинно-след-

ственными связями;

– использовать промежуточные результаты моделирования для

повышения эффективности управления моделируемой системой;

– прогнозировать результаты выполнения того или иного управ-

ленческого решения, выбирая по результатам прогноза лучшее.

При имитационном динамическом моделировании модель стро-

ится с учетом структуры моделируемой системы. Для этого исполь-

зуется специфический аппарат, позволяющий отобразить причинно-

следственные связи между элементами системы и динамику изме-

нений каждого элемента. При построении имитационной динамичес-

кой модели (ИДМ) обычно применяют специализированный язык мо-

делирования DYNAMO. В имитационном динамическом моделиро-

вании используются следующие основные понятия.

Диаграмма причинно-следственных связей – графическое изоб-

ражение причинно-следственных связей между элементами. Дуги в

диаграмме направлены от причины к следствию. Связь будет поло-

жительной, если изменение причины вызывает аналогичное измене-

ние следствия, и отрицательной, если изменение причины вызывает

противоположное изменение следствия.

На рис. 4.2.2 приведена диаграмма, в которой <A, B> – положи-

тельная причинно-следственная связь, где A – причина, B – следствие;

A B C
+ –

Рис. 4.2.2. Диаграмма причинно-следственных связей
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<B,  C > – отрицательная причинно-следственная связь, где B – причи-

на, C – следствие.

Диаграмма потоков и уровней – графическое изображение уров-

ней и связывающих их потоков.

Уровень – элемент диаграммы, соответствующий какой-либо харак-

теристике моделируемой системы. Обычно уровень обозначается пря-

моугольником, внутри которого помещают обозначение уровня (наимено-

вание характеристики и момент, на который определяется ее значение) и

номер уравнения, описывающего динамику изменения характеристики.

Поток – переносимый ингредиент. Вливаясь в уровень или вытекая из

него, определяет динамику изменения уровня. Потоки в диаграмме пото-

ков и уровней изображают штриховыми стрелками, если они информацион-

ные, и сплошными стрелками, если они имеют любую иную природу.

Темп потока – характеристика потока, описывающая количество

переносимого потоком ингредиента в единицу времени. Темп потока

изображается на диаграмме специального вида фигурой, острием сво-

им касающейся стрелки, которая изображает соответствующий поток.

Внутри пятиугольника помещают обозначение темпа (наименование

темпа и интервал, на котором темп считается постоянным).

Вспомогательные элементы (запаздывание, различные промежуточ-

ные элементы и т. д.) обозначают окружностями. Их вводят в модель

по мере необходимости в процессе построения ИДМ.

Основные символы, используемые при построении диаграммы пото-

ков и уровней, приведены в табл. 4.2.1.

Шаг моделирования – интервал времени, через который вычисля-

ются все параметры модели. Он обозначается DT.

На протяжении всего интервала DT все параметры модели счита-

ются постоянными, определенными на момент начала интервала и ме-

няющимися скачкообразно в момент окончания интервала. Таким об-

разом, ИДМ представляет собой дискретную модель с интервалом дис-

кретности, равным шагу моделирования. Так как в модели одновре-

менно могут быть рассмотрены только три момента: предшествующий

настоящему – J, настоящий – K и будущий – L, – то данная модель

является моделью с ограниченным последействием.

Расстояние между настоящим K и предшествующим J, а также

между будущим L и настоящим K моментами равно шагу моделиро-

вания DT.
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Основные символы диаграммы потоков и уровней

(графической модели)

Таблица 4.2.1

 

 

 

<LEV >
m, l

 

 

 

< L E V >

<ZAP>

m, A

D
s

<RT>

IN

n, A

OUT

    Название

Обозначение
Назначение

(использование)
буквенное графическое

1. Озеро O Истоки и стоки

2. Информа-

ционная связь F

Информационные потоки

3. Неинфор-

мационная

(прочие) связь

Материальные, веществен-

ные и прочие неинформа-

ционные потоки

4. Уровень L Переменные состояния

5. Запаздыва-

ние L

Различные виды запаздыва-

ния; D
s

 – число уровней за-

паздывания

6. Темп R Интенсивность потока, про-

ходящего по соответст-

вующей дуге

7. Вспомога-

тельная пере-

менная A

8. Дополни-

тельный вход C
Экзогенные переменные,

константы

9. Дополни-

тельный вы-

ход S

Дополнительные перемен-

ные (параметры), которые

интересуют пользователя

 < R T >  
n ,R  ,
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Фрагмент диаграммы потоков и уровней  приведен на рис. 4.2.3, где

приняты обозначения:

LEV – уровень (level);

RT – темп потока (rate torrent);

C – константа пропорциональности темпа потока уровню;

m – номер уравнения вычисления уровня (L означает, что  уравнение

относится к уровню);

n – номер уравнения вычисления темпа (R означает, что уравнение

относится к темпу).

Уравнения модели, соответствующие данному фрагменту диаграм-

мы потоков и уровней, имеют вид

          LEV . K = LEV . J + DT × RT .JK,                       (m, L)

        RT .KL = C × LEV.K,                (n, R)

где

LEV. K – уровень в настоящий момент K;

LEV. J – уровень в предшествующий момент J;

RT. JK – темп на интервале [J, K);

RT. KL – темп на интервале [K, L).

Начальные условия LEV . 0 = LEV (0).

Рис. 4.2.3. Фрагмент диаграммы потоков и уровней

<LEV>

m,  L

n,  R

С

<RT>

Информационный поток

Материальный поток
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Проведя моделирование, получаем результаты, соответствующие

численному решению однородного линейного дифференциального урав-

нения первого порядка с постоянными коэффициентами:

0,
dLEV

C LEV
dt

+ × =

имеющему вид

( ) ( )0 .ctLEV t LEV e−= ×

Следует несколько подробнее остановиться на таком элементе ими-

тационной динамической модели, как запаздывание. В реальных систе-

мах запаздывание существует всегда, так как любой процесс, протека-

ющий в таких системах, обладает инерцией. Поэтому реакция системы

на входные воздействия всегда наступает с некоторой задержкой. За-

паздывания позволяют смоделировать возникающие в системе времен-

ные задержки в тех случаях, когда они существенно влияют на функци-

онирование моделируемой системы и возникает необходимость их уче-

та при моделировании.

Графическое изображение запаздывания приведено на рис. 4.2.4.

Обозначения на рисунке:

IN – входящий в запаздывание по-

ток (темп потока);

OUT –  выходящий из запаздыва-

ния поток (темп потока);

ZAP – общее время запаздывания;

D
s
 – количество уровней запазды-

вания (порядок запаздывания);

LEV – наименование запаздыва-

ющего параметра (характеристики);

m, L – номер уравнения, определяющего общее количество ингреди-

ента, перемещающегося в запаздывании;

n, R – номер уравнения выходного потока.

Запаздывания в имитационно-динамической модели могут задаваться

различными способами. Наиболее простым является использование по-

казательных запаздываний, которым в теории управления соответству-

ют инерционные (апериодические) звенья. Порядок запаздывания оп-

ределяет число последовательно соединенных инерционных звеньев

первого порядка, сумма постоянных времени которых равна постоян-

Рис. 4.2.4. Графическое изображение

 запаздывания

ZAP

LEV OUT

n, R

m, L

OUTIN

D
s
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ной времени запаздывания. Изменение порядка запаздывания позволя-

ет обеспечить желаемую динамику изменения потока на выходе запаз-

дывания.

Уравнение запаздывания в сжатой форме имеет вид

( ). . , ,sOUT KL DELAY IN JK ZAP= (n, R)

( ). . . . ,LEV K LEV J DT IN JK OUT JK= + × − (m, L)

 где DELAY
s
(*) – запаздывание s-го порядка.

Развернутая диаграмма для двухуровневого запаздывания представ-

лена на рис. 4.2.5.

Пусть ZAP1 = ZAP2 = 0.5ZAP.

Тогда уравнение запаздывания в развернутой форме имеет вид

.
. ,

/ 2

LEV1 K
RT1 KL

ZAP
= (1, R)

( ). . . . ,LEV 1 K LEV1 J DT IN JK RT1 JK= + × − (2, L)

( ).
. . , ,

/ 2 s
LEV 2 K

OUT KL DELAY IN JK ZAP
ZAP

= = (3, R)

( ). . . . ,LEV 2 K LEV 2 J DT RT1 JK OUT JK= + × − (4, L)

Рис. 4.2.5. Диаграмма двухуровневого запаздывания

L E V 1 L E V 2

I N R T 1 O U T

Z A P 1 Z A P 2  = Z A P – Z A P 1



190

( ). . . . . . .LEV K LEV1 K LEV 2 K LEV J DT IN JK OUT JK= + = + × − (5, L)

Имитационную динамическую модель исследуемой системы в це-

лом строят путем объединения соответствующих диаграмм потоков и

уровней.

Процесс построения имитационных динамических моделей можно

представить в виде последовательности следующих этапов (рис. 4.2.6).

Рис. 4.2.6. Этапы имитационного динамического моделирования

Моделируемая система

Составление вербального описания

системы

Построение диаграммы

причинно-следственных связей

Построение диаграммы потоков и

уровней (графической модели)

Построение математической модели

Верификация модели

Проведение вычислительного

эксперимента

Интерпретация результатов

эксперимента

Коррекция

Результат моделирования
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1. Составление и анализ вербального описания моделируемой сис-

темы.

2. Преобразование вербального описания в диаграмму причинно-след-

ственных связей.

3. Построение диаграмм потоков и уравнений для подсистем и мо-

делируемой системы в целом (графической модели).

4. Построение математической модели системы.

5. Верификация модели (проверка на адекватность и чувствитель-

ность модели).

6. Проведение вычислительного эксперимента на ЭВМ.

7. Интерпретация результатов моделирования.

Процесс имитационного динамического моделирования является ите-

рационным, где на каждом этапе может потребоваться коррекция как

содержимого этапов, так и внесения изменений в моделируемую систе-

му для повышения качества ее функционирования.
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