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Введение. 

 

Монография посвящена сингулярным и собственным функциям  ли-

нейных динамических систем. Для становления линейной теории операто-

ров большое значение сыграли матрицы. У матриц, как известно, есть соб-

ственные числа и собственные векторы. Теорию матриц невозможно пред-

ставить без этих фундаментальных понятий, а книги по вычислительной 

математике – без соответствующего раздела об алгоритмах их нахождения.  

Теория линейных динамических систем использует свойства адди-

тивности и суперпозиции менее активно. Линейная динамическая система, 

будучи естественным обобщением теплицевых и ганкелевых матриц, раз-

мещена в той части линейной теории, в которой нет собственных чисел и 

соответствующих им собственных функций. Хотя и то и другое характерно 

для иллюстрации наиболее важных свойств линейных операторов, редкий 

специалист по теории управления укажет, не задумываясь, собственную 

функцию элементарного динамического звена. Более того, само это поня-

тие – собственная функция динамической системы (в отличие от импульс-

ной и переходной характеристик) –  не относится к общепринятым науч-

ным сообществом. Пояснить создавшееся положение можно следующим.  

В теории матриц есть так называемые жордановы цепочки векторов. 

Жорданова цепочка включает собственный вектор, поэтому любая матрица 

имеет как минимум один собственный вектор. У бесконечномерных сис-

тем такая цепочка может быть легко построена, но не находя завершения, 

она упускает самое важное –  собственную функцию. Линейные динамиче-

ские системы не повторяют по форме входной сигнал, долгое время счита-

лось, что они собственных функций не имеют. Некоторый рудимент соб-

ственной функции, возможно, представляет собой дельта сигнал, посколь-

ку реакция на него, т.е. импульсная весовая функция, по отношениям ам-

плитуд ничтожна, система имеет почти нулевое собственное значение.   
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В качестве собственных функций рассматривают гармонические 

сигналы, взятые на бесконечном интервале времени. Согласиться с этим 

толкованием сложно, так как, не меняясь по форме, они смещаются во 

времени: линейная динамическая система вносит фазовый сдвиг. На бес-

конечном интервале конечное смещение смотрится ничтожным, тем не 

менее, как и в случае с попыткой обобщения собственного вектора перед 

нами, скорее, некоторый рудимент собственной функции, чем сама эта 

собственная функция.  

Наличие таких рудиментарных остатков важно подчеркнуть, потому 

что жордановы цепочки функций могут строиться от импульсной весовой 

функции (при нулевом собственном значении) и играть свою роль в теории 

линейных динамических систем, образуя жорданов базис, до сих пор редко 

используемый. Едва ли есть сомнения в важности такого базиса у матриц. 

Гармонические сигналы тоже, как будет показано далее, ничуть не выпа-

дают из теории, рассматривающей более подробно переход от конечного к 

бесконечному интервалам времени. На конечном интервале времени у 

гармонических функций есть аналоги, отличающиеся от них, но имеющие 

с ними общую природу. В теории сигналов такой переход изучен, в теории 

систем такая точка зрения нова и исследуется в данной книге.   

Кроме собственных векторов у матриц есть еще сингулярные векто-

ры.  Гармоническая функция, характерная для частотного анализа, ближе к 

этому понятию, чем к собственному вектору, с ней связан коэффициент 

усиления энергии сигнала.  Теория матриц дает на интересующий нас слу-

чай вполне прозрачную иллюстрацию. Матрицы теплицевой и ганкелевой 

структуры тесно связаны между собой, это почти одно и то же: симмет-

ричная ганкелева матрица порождается из теплицевой структуры переста-

новкой столбцов. При этом, как и любая другая симметричная матрица, 

ганкелева матрица имеет набор вещественных собственных значений и 

собственных векторов.  
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Для линейных динамических систем довольно все равно, в каком 

именно направлении времени рассматривать их входной или выходной 

сигнал. Инвертируя время на входе или на выходе динамической системы, 

получим аналог симметричной ганкелевой структуры, естественно имею-

щей вещественные собственные числа и соответствующие им собственные 

функции. Собственные векторы или функции ганкелевой структуры явля-

ются сингулярными для структуры теплицевой, таким образом, выбор на-

звания таких сигналов, дело вкуса.  

Никакой путаницы понятие сингулярной функции динамической сис-

темы не вызывает, поскольку такая функция – атрибут системы, это не 

свойство самого сигнала. Понятие сингулярной функции (безотносительно 

к системе) в теории функций занято, в частности, дельта-функцией и сход-

ными с ней функциями.  Тем не менее, совершенно незачем сингулярный 

вектор матрицы обобщать каким-либо еще иным наименованием, кроме 

как сингулярная функция динамической системы.  

Памятуя о безразличии в выборе направления времени для самого 

определения динамической системы, такие функции можно называть и 

собственными, что проще и будит меньше возражений. Дело, разумеется, 

не в выборе удачного наименования, хотя и это важно.  

Коль скоро собственные числа и собственные функции у линейной 

динамической системы все-таки существуют, и значение их столь же важ-

но для теории динамических систем, как и для теории матриц, возникает 

потребность в численных и аналитических методах их нахождения. Теория 

матриц располагает обширным арсеналом численных методов, есть труды, 

вошедшие в классику мировой литературы. С некоторыми оговорками и 

поправками, численные методы для матриц могут быть использованы для 

приближенного нахождения собственных функций динамических систем. 

Но важны и самостоятельные точные методы решения такой задачи.  
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В отличие от матриц, линейная динамическая система, в зависимости 

от условий эксперимента с ней, выступает в весьма различных своих ипо-

стасях. Помимо упомянутой инверсии направления времени, входной и 

выходной сигналы можно рассматривать на частично совмещенных или 

непересекающихся интервалах времени. Типичные задачи старта ракеты 

или броска дискобола используют постановку, в которой интервал управ-

ления предшествует интервалу наблюдения выходного сигнала. Линейный 

оператор получается более простым, чем в случае полностью или частично 

пересекающихся интервалов, задача поиска ганкелевых собственных 

функций математически тривиализируется и не требует в решении боль-

ших вычислительных затрат.  

Передаточная функция динамической системы, это изображение по 

Лапласу сигнала  –  реакции системы на дельта-функцию. Ганкелевы 

функции передаточной функции динамической системы постулированы, 

их можно найти в книге Гловера [125].  

Теория динамических систем и теория сигналов  –  две смежные тес-

но пересекающиеся области знаний. В теории сигналов сложились пред-

ставления о непрерывном и дискретном спектрах, а также об их взаимосвя-

зи (когда один спектр аппроксимирует другой). Термин "дискретные" по 

отношению к системам заметно прижился в том, что касается динамиче-

ских процессов. Привычным является деление общей теории на теорию 

непрерывных и дискретных динамических систем, причем вторая ее часть 

развивалась позднее под влиянием первой более продвинутой части.  

Спектральные характеристики линейных динамических систем из-

вестны, прежде всего, как непрерывные амплитудная частотная и фазовая 

характеристики (АЧХ и ФЧХ), значение которых столь существенно в тео-

рии, что не нуждается в комментариях. На их основе формулируется кри-

терий устойчивости Найквиста. Однако дискретные частотные характери-

стики (ДЧХ) систем   –  это другая иная ипостась науки о динамике, рас-

смотрим ее ниже.  
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Глава 1. 

Систематизация линейных операторов динамических систем 

 
1.1. Ассоциированные линейные операторы 

 

Стандартным средством описания линейных динамических систем 

является оператор свертки. Он характеризует отображение множества 

входных сигналов, воздействующих на систему на интервале времени 

(0,Т), в множество выходных сигналов, рассматриваемых на том же самом 

интервале. Такой оператор отвечает режиму работы систем в реальном 

времени, типичному для большинства задач теории автоматического 

управления и теории электрических цепей. 

Однако для ряда задач, например в тех случаях, когда интервалы 

управления и наблюдения не совпадают, оказывается удобным использо-

вать иные операторы, например ганкелев оператор, операторы управления, 

наблюдения и другие [20, 82]. На деле, нельзя ограничить круг линейных 

операторов, применяемых для описания одного и того же динамического 

объекта. Даже относительно небольшие изменения в условиях подачи и 

снятия сигнала сказываются на свойствах оператора линейной динамиче-

ской системы.  

Настоящая глава описывает и систематизирует ряд операторов, ассо-

циированных с линейной динамической системой и обладающих разными 

видами симметрии. При этом наряду с обычной рассматривается симмет-

рия ганкелева и теплицева типа, а также некоторые  виды скрытой симмет-

рии. Симметричные системы часто наделены уникальными свойствами, 

кроме того, через них лежит путь к решению некоторых экстремальных 

задач, в особенности, изопериметрических задач и задач на условный экс-

тремум.  
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Для построения новых операторов предлагается использовать под-

ход, основанный на симметрировании исходного оператора. При этом под 

симметрированием понимается выявление скрытой симметрии оператора 

либо выделение его симметричных компонент. 

В линейной алгебре и теории операторов существуют мультиплика-

тивная и аддитивная процедуры выделения симметричных частей линей-

ных операторов. В них используется представление оператора в виде сум-

мы симметричной и кососимметричной составляющих, а также полярное 

разложение. Далее показывается, что для  линейных динамических систем 

обе процедуры могут быть выполнены с помощью так называемого флип-

оператора, осуществляющего переход к обратному времени. Этим обеспе-

чивается простота их технической реализации.  

Комбинирование результатов позволяет получить на основе исход-

ного оператора, например, оператора свертки, семейство линейных опера-

торов, обладающих разными типами симметрии.  

 

1.2. Поиск симметричных или самосопряженных частей 

 

Наиболее глубокие результаты теории операторов получены для са-

мосопряженных систем. Это объясняется тем, что они обладают высокой 

степенью симметрии, характеризуемой равенством  A = A*.   

Многие операторы, возникающие при исследовании линейных дина-

мических систем, не являются симметричными в указанном классическом 

смысле. Типичным примером служит оператор свертки, а также операторы 

управления и наблюдения. Поэтому представляет интерес задача симмет-

рирования этих операторов, т.е. перехода от них к симметричным или са-

мосопряженным операторам, сохраняющим те или иные свойства исход-

ных операторов.  
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Сначала остановимся на мультипликативном подходе к выделению 

симметричной части линейного оператора. Он опирается на хорошо из-

вестное полярное разложение операторов согласно формуле 

 

 А = Н1О1 = О2 Н2,      (1.2.1) 
 
 

где  А – исходный оператор, О1  и  О2 – ортогональные (изометрические) 

операторы,  Н1  и  Н2 – симметричные или самосопряженные операторы.  

Указанные операторы могут быть найдены из соотношений 

 

.  ;;; 1
22

1
11

*2
2

*2
1

  HAOAHOAAHAAH  

 

Симметричные операторы  Н1  и  Н2  наследуют ряд важных свойств 

оператора  А, в частности, имеют те же сингулярные числа (и, следова-

тельно, спектральные нормы), а их сингулярные функции связаны простой 

зависимостью. Заметим, что если не требовать положительной определен-

ности H1,  H2,  то указанное разложение не единственно, т.е. существует 

много полярных разложений одного и того же оператора (по числу квад-

ратных корней из самосопряженных операторов  AA*  и  A*A).  

Проиллюстрируем этот подход на примере оператора свертки  S, ко-

гда линейный стационарный объект описывается формулой 

 

)()( tuSty  =  
t

ττuτtq
0

,d)()(      (1.2.2) 

 

где S  – оператор свертки; q(t) – его импульсная весовая функция;  

u(t), y(t)L2(0,T) – входные и выходные скалярные сигналы, определенные 

на ограниченном интервале .T),0(t  
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Анализ операторов системы упрощается после приведения уравне-

ний динамического объекта к дискретной матричной форме  

 

y=Qu, 

 

где векторы T
N10 )]( ,),(),( [=)( tututut u  и T

N10 )]( , ),(),( [=)( tytytyt y   

содержат выборки входного и выходного сигналов, взятые с шагом h; t0 =0,  

tN=T, h=T/N.  

Ненулевые элементы матрицы Q пропорциональны отсчетам им-

пульсной весовой функции q(t) 
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Q   =                         (1.2.3) 

 

В таком случае оператор свертки представлен нижнетреугольной 

матрицей Q с одинаковыми элементами на каждой из диагоналей. Тем са-

мым, данная матрица является теплицевой и, следовательно, симметрич-

ной относительно побочной диагонали. Такая матрица может быть изо-

бражена также в виде картинки, дающей представление о непрерывной 

модели линейной динамической системы. Численные значения элементов 

соотнесены здесь со светимостью пикселей изображения так, чтобы мини-

мальные значения матрицы давали наименьшую светимость (правый верх-

ний треугольник не закрашивается). Графическое изображение –  равно-

правная математическая модель динамической системы, наряду с диффе-

ренциальным или интегральным уравнениями ее. Динамическая система, 

как картинка, непривычна, но это так. 
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Cреди различных полярных разложений теплицевых матриц есть од-

но особенно простое. Структура его ясна из следующего утверждения. 

Любая вещественная теплицева матрица может быть представлена в 

виде произведения ганкелевой и перестановочной матриц, причем ганке-

лева получается путем вращения теплицевой на 90 градусов, а перестано-

вочная – путем вращения единичной на 90 градусов.  

Например, для матрицы  

 


















123
012
001

Q

 
 

существуют левые полярные разложения со следующими матрицами  H1: 
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Все они симметричны, но лишь последняя из них является ганкеле-

вой и совпадает с исходной с точностью до вращения. Заметим, что она не 

положительно определена.  

Ей отвечает перестановочная матрица   

 

O1  = 
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Соответствующие представления для оператора свертки имеют вид  

S = H1F = FH2, где  F – оператор, осуществляющий перенумерацию отсче-

тов сигнала в обратном порядке;  Н1  и  Н2 – симметричные операторы ган-

келева типа,  матрицы их дискретного представления имеют вид 

 

 

 

  

 
 

Технически реализацию указанных ганкелевых операторов можно 

осуществить, добавляя ко входу или к выходу динамической системы 

блок, реализующий оператор зеркального отображения функции во време-

ни относительно середины временного интервала  (0, Т).  

Оператор, осуществляющий переход к обратному времени, будем 

называть флип-оператором (от анг. flip – разворот) и обозначать как F. Его 

действие на непрерывный сигнал поясняется рис. 1.2.1. 
 

 

 

Рис. 1.2.1. Действие флип-оператора на непрерывный сигнал. 
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Целесообразность введения ганкелевых операторов Н1, Н2  поясним 

на следующем примере. Рассмотрим на множестве линейных систем от-

ношение изометрической эквивалентности, а именно, будем считать две 

системы S1 и S2 изометрически эквивалентными, если их операторные 

нормы совпадают. Отношение обладает свойствами симметричности, реф-

лексивности и транзитивности, т.е. является отношением эквивалентности 

 

   S1 ~ S2      || S1 || = ||  S2 ||. 

 

 Нетрудно убедиться, что системы с операторами H1 и H2 изометри-

чески эквивалентны системе S в смысле любой из операторных р-норм, как 

в конечномерном пространстве  Rn,  так и бесконечномерных пространст-

вах L1, L2, H∞.  

Более того, поскольку действие флип-оператора сохраняет форму не-

прерывных сигналов с точностью до зеркального отображения, у этих трех 

операторов будут совпадать (с той же оговоркой) и входные сигналы, на 

которых достигаются эти нормы. Это означает, что для решения задач, 

связанных с отысканием норм операторов и экстремальных сигналов, на 

которых достигаются нормы, можно вместо оператора свертки S  исполь-

зовать симметричные операторы  Н1, Н2, более просто устроенные с точки 

зрения классической теории операторов.  

Оператор свертки является оператором типа Вольтерра с нулевым 

спектром и на конечном интервале не имеет собственных функций. Для 

нахождения его сингулярных функций требуется решать двухточечную 

краевую задачу, доставляющую серьезные трудности уже в случае систем 

второго порядка.  В то же время спектр операторов H1, H2  вещественный, а 

собственные функции ортогональны. Изометрическая эквивалентность 

операторов H1, H2 и S свидетельствует о том, что сингулярные функции 

оператора свертки совпадают с собственными функциями симметрирован-

ных операторов. 
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Для отыскания собственных функций может быть использован ите-

рационный метод, сущность которого иллюстрирует схема, приведенная 

на рис. 1.2.2.  
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.2.2. Процедура нахождения собственных функций. 

 

Согласно схеме, для отыскания собственной функции симметрично-

го оператора Н, его нормированная реакция y(t) итерационно подается на 

вход в качестве нового входного сигнала u(t).  

Через несколько итераций в контуре устанавливается сигнал, соот-

ветствующий главной собственной функции оператора (после ее исключе-

ния из выходного сигнала можно последовательно найти и остальные соб-

ственные функции).  В теории матриц аналогичные итерационные проце-

дуры используются для нахождения или уточнения собственных векторов.  

Допустим, начальный вектор состоит из суммы собственных векто-

ров. После умножения на матрицу сумма содержит уже взвешенные ком-

поненты – собственные векторы с собственными значениями при них. 

Второе умножение дает в качестве весовых коэффициентов квадраты соб-

ственных значений. При достаточном числе таких итераций главный соб-

ственный вектор становится превалирующим вектором суммы. Это об-

стоятельство используется, например, в цепях Маркова, где ищется глав-

ный собственный вектор.  Условия сходимости итерационного процесса 

дает теория операторов.  

 

 
H 

t t 

u(t) y(t) 
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1.3. Мультипликативное симметрирование систем 

 

При переходе от оператора свертки к операторам Н1 и Н2 был ис-

пользован флип-оператор F. Отметим некоторые его свойства. Ближайший 

матричный аналог флип-оператора, к которому он сводится при дискрети-

зации процессов на входе и выходе системы – это оператор, описываемый 

матрицей перестановок с единичными элементами на побочной диагонали.  

Правое (левое) умножение матрицы перестановок на произвольную 

матрицу приводит к зеркальному отражению последней относительно вер-

тикальной (горизонтальной) оси, то есть к своеобразному вертикальному 

или горизонтальному “транспонированию”. 

Флип-оператор обладает целым рядом специальных свойств: он 

симметричен F = F*, ортогонален F*= F–1 и инвoлютивен  F2 = E, где  

Е – тождественный оператор. Отсюда вытекает, что собственные числа 

флип-оператора вещественны и по модулю равны единице, то есть его 

спектр сосредоточен в точках ±1. Множество собственных функций флип-

оператора, отвечающих собственным числам +1, образовано всеми функ-

циями, заданными на интервале (0, T) и симметричными (четными) отно-

сительно середины этого интервала, а множество собственных функций, 

отвечающих собственным числам –1, образовано всеми кососимметрич-

ными (нечетными) функциями. В конечномерном случае число четных 

собственных векторов равно или больше на единицу числа нечетных. 

Флип-оператор допускает экспоненциальное представление вида 
iΦF e , где симметричный оператор Ф определяется формулой 

2/)( FEΦ  . Матрица дискретного представления оператора Ф имеет 

крестообразную структуру – все ее ненулевые элементы расположены на 

главной и побочной диагоналях.  

 



 

16 
 

В силу изометричности флип-оператор не меняет энергии преобра-

зуемых сигналов, а также их классических норм. Это качество позволяет 

образовывать с помощью флип-оператора F эквивалентные по норме ком-

бинированные операторы типа  FS, SF, FSF.  

Заметим, что к операторам, изометрически эквивалентным исходно-

му, относится и сопряженный оператор. В связи с этим возникает вопрос, а 

не находится ли среди комбинированных операторов, изометрически экви-

валентных оператору свертки S, сопряженный оператор S*. В общем случае 

это не так. Однако для  линейных стационарных динамических систем от-

вет оказывается положительным: использование двух флип-операторов (на 

входе и на выходе объекта) преобразует оператор свертки в сопряженный 

оператор, т.е. имеет место операторное равенство 

 

          S*= FSF.      (1.3.1) 

 

Отметим, что возможность такого простого представления оператора 

S* обусловлена наличием внутренней симметрии, присущей оператору 

свертки линейной стационарной динамической системы. Эта симметрия 

носит теплицев характер и хорошо видна из структуры матрицы  Q (1.2.3).  

Следуя терминологии работы [127], мы имеем здесь дело с так назы-

ваемой скрытой симметрией.  

В случае матриц обычная симметрия вводится с помощью операции 

транспонирования А = АТ. Если же это равенство выполняется с точностью 

до перестановки столбцов, то такая симметрия называется скрытой. В на-

шем случае матрица QT может быть получена из матрицы Q перестановкой 

столбцов в обратном порядке (“транспонированием” относительно верти-

кальной оси). Из формулы (1.3.1) вытекает простой путь получения реак-

ции сопряженного объекта на известное входное воздействие, при котором 

знание математического описания объекта, в принципе, не требуется.  
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Его реализация в составе более сложного комбинированного опера-

тора иллюстрируется схемой, показанной ниже на рис. 1.3.1. Через u и y на 

ней обозначены входной и выходной сигналы исходного объекта, через  

v и w – соответствующие сигналы сопряженного объекта. Опираясь на эту 

схему можно строить вычислительные алгоритмы и проводить реальные 

эксперименты с физическим объектом. 

 
        S       

                                                                            
                                                                 Oператор свертки 

                                                                                                                
 
                                                          F                                                                F 
 
                                     Пре-флип                                Теплицев                            Пост-флип  
                                                                                 тип симметрии 
                                         H1=SF                                                                                   H2=FS 
                                         
 
 
 
 
                                                                                                
                                  
                                  Пост-флип                                                                                Пре-флип  
 
                                                       F                               S*=FSF                           F 
                                                                                                                                                                    
 
 
                                                                                                            Сопряженный оператор 
  
 
                                                                                                            

Рис. 1.3.1. Взаимосвязь комбинированных операторов. 
 

Приведенная на рис. 1.3.1 диаграмма характеризует набор комбини-

рованных операторов, получаемых путем умножения оператора свертки на 

флип-оператор, и указывает тип их симметрии.  Аналогичным образом мо-

гут быть получены комбинированные операторы и для других видов ис-

ходных операторов. Например, для эксперимента, когда входной сигнал 

рассматривается во времени раньше выходного (временные интервалы 

разнесены), линейному оператору связи входного сигнала с выходным бу-

дет отвечать нижняя левая четверть картинки оператора свертки.  

Ганкелев тип симметрии 
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1.4. Аддитивное симметрирование систем 

 

Альтернативный подход к выделению симметричной части произ-

вольного линейного оператора основан на представлении его в виде суммы 

симметричной M и кососимметричной K частей. Применительно к опера-

тору свертки указанное разложение имеет вид 

 

   ,KMS    ,2/)(  SSM  2/)(  SSK .       (1.4.1) 

 

Перепишем последние равенства с учетом формул, приведенных на 

диаграмме рис. 1.3.1: 

 

,2)  ( FSFSM   .2)( FSFSK       (1.4.2) 

 

Эти формулы указывают путь практической реализации симметрич-

ной и кососимметричной частей оператора свертки.  

Структурная реализация оператора M поясняется рис. 1.4.1.  Через u 

и y на ней обозначены входной и выходной сигналы исходного объекта, 

через v и w – соответствующие сигналы сопряженного объекта.  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.4.1. Реализация комбинированного оператора M. 
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Для структурной реализации оператора K сумматор на рис. 1.4.1  

следует заменить вычитающим устройством.  

Отметим, что наряду с операторами M и K высокою степенью сим-

метрии обладают операторы FМ = 2)  ( SFFS   и FK= 2)( SFFS  , по-

следний из которых имеет структуру скобки Пуассона операторов F и S.  

Оператор  М возникает, в частности, при исследовании оптимизаци-

онной задачи о минимальном искажении. В ней требуется найти сигнал 

u(t), форма которого при прохождении через данную систему претерпевает 

наименьшие искажения. Можно показать, что искомый сигнал совпадает с 

главной собственной функцией оператора M [20].  

Формула (1.4.2), описывающая традиционное разложение S = M + K, 

использует симметрию и кососимметрию составляющих относительно 

главной диагонали матриц дискретного представления операторов.  

Другие разложения можно получить, выделяя симметричные и косо-

симметричные части матриц относительно вертикальной и горизонтальной 

осей, а также относительно побочной диагонали  

 

         S = M1 + K1,  S  = M2  + K2,    S  = M3  + K3.        (1.4.3) 

 

Учитывая, что вертикальное и горизонтальное “транспонирование” 

оператора обеспечивается его умножением справа или слева на оператор F, 

можем записать: 

 

М1 = ,2)  ( SFS   K1= 2)( SFS  ,  М2 = ,2)  ( FSS    K2 = 2)( FSS  . (1.4.4) 

 

Вследствие треугольной теплицевой структуры оператора свертки, 

третье из разложений (1.4.3) оказывается тривиальным М3 = S,  K3 = 0, од-

нако оно будет более содержательным для нестационарных систем. 
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Формулы  вводят в рассмотрение различные полусуммы и полураз-

ности операторов S,  FS,  SF,  FSF. Изложенный аддитивный подход к 

симметрированию оператора свертки иллюстрируется рис. 1.4.2. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

   а)                                                                              б) 

 

Рис. 1.4.2. Симметрирование: a – диагональное, б –  продольное. 

 

Перечень операторов, с указанием структуры – теплицева (Т) или 

ганкелева (Г), а также осей симметрии – горизонтальная (X), вертикальная 

(Y), главная диагональ (D1), побочная диагональ (D2) – приведен ниже в 

табл. 1.4.1. Знаки + и – означают тип симметрии относительно соответст-

вующей оси (симметричность или кососимметричность). 

 

Таблица 1.4.1. Свойства операторов. 

Оператор 
 

S H1 H2 S* M K FM FK M1 K1 M2 K2 

Структура 
 

Т Г Г Т T T Г Г – – – – 

Ось 
симметрии 

+D2 +D1 +D1 +D2 
+D1 
+D2 

–D1 
+D2 

+D1 
+D2 

+D1 
–D2 

+Y –Y +X –X 

 

Структура матриц представления операторов показана  на рис. 1.4.3.  

     (S–FSF)/2 
 

                  K 
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                FM 
 

Σ 

           (S–FS)/2 или (S–SF)/2              K1, K2 

                    S F 

      (S+FS)/2 или (S+SF)/2 
 

                                                                   M1, M2 
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Σ 
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                 Рис. 1.4.3. Линейные операторы 
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В первом столбце представлены операторы с треугольной структу-

рой, получаемые мультипликативным симметрированием. Во втором и 

третьем столбцах находятся симметричные и кососимметричные операто-

ры разных типов, получаемые аддитивным симметрированием.  

Рисунок наглядно демонстрирует наличие  четырех типов симметрии 

операторных матриц – два диагональных, вертикальный и горизонтальный 

(они совпадают с четырьмя классическими осями симметрии квадрата). 

 Отметим, что два из приведенных операторов M и FM обладают 

двойной симметрией, а операторы K1  и K2,  напротив, не имеют осей сим-

метрии, но имеют оси кососимметрии. Список полученных операторов 

может быть продолжен за счет их умножения на флип-оператор и линей-

ного комбинирования.  

По существу здесь идет речь об алгебре операторов с двумя обра-

зующими. Это открывает единообразный путь для систематизации опера-

торов, ассоциированных с динамической системой, их изучения и приме-

нения для решения прикладных задач.  

Аналогичным образом могут исследоваться и другие операторы, из-

вестные в теории динамических систем, такие как операторы управления, 

наблюдения и ганкелев оператор.  

Наряду с изучением симметрии операторов, изображенных выше на 

рисунке, представляет интерес изучение симметрии их собственных функ-

ций и симметрия их спектров.  

Для обзора интересующих нас свойств воспользуемся диаграммами, 

приведенными на рис. 1.4.2. На них через F, Σ обозначены операторы 

мультипликативного и аддитивного симметрирования, в блоках приведены 

части, порождаемые диагональным, горизонтальным или вертикальным 

симметрированием. Рассмотрим спектры и собственные функции семейст-

ва линейных операторов, а также использовать спектральные свойства од-

них операторов для анализа других, более сложных.   
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1.5. Симметрия собственных функций  

 

В отношении спектров и собственных функций семейства рассмат-

риваемых операторов имеют место следующие факты, полученные компь-

ютерным исследованием: 

1) Спектры операторов H1 и H2, выделяемых мультипликативным 

симметрированием, совпадают, а их собственные функции зеркально сим-

метричны по отношению друг к другу. 

2) Модули спектров операторов M и FM, выделяемых аддитивным 

симметрированием, совпадают, их собственные функции попарно совпа-

дают и распадаются на четные и нечетные относительно середины времен-

ного интервала (0, T).  

3) Собственные значения оператора FK расположены на веществен-

ной оси симметрично относительно начала координат. Собственные функ-

ции ортогональны и попарно зеркально симметричны. 

4) Операторы M1, K1, M2, K2 вырождены, половина их собственных 

чисел равна нулю.  

5) Ненулевые части спектров M1, K1 или M2, K2  в совокупности обра-

зуют спектр оператора M, кроме того, M2, K2 наследуют его четные и не-

четные собственные функции соответственно. 

К особому виду редукции можно отнести разнесение интервалов 

управления и наблюдения во времени на взаимно непересекающиеся 

фрагменты. Упрощение состоит в том, что спектр становится конечным. 

Именно к этому семейству принадлежит ганкелев оператор, анализ собст-

венных функций которого для односвязных и многосвязных систем пред-

ставлен в основополагающей работе [1]. 

Разнесение интервалов удваивает семейство ассоциированных с ли-

нейным динамическим объектом операторов при сохранении указанных 

признаков симметрии и схем структурной реализации.  
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Анализ видов симметрии позволяет проводить редукцию задачи на 

поиск норм или собственных функций операторов заменой сложных опе-

раторов M, K на более простые M1, K1 или M2, K2. В итоге, сложная схема 

(см. рис. 1.4.1) может быть заменена более простыми, изображенными на 

рис. 1.5.1.  
 

 

 

 

 

 

 

a)                                                                     б) 

Рис. 1.5.1. Симметрирование: a – по входу, б – по выходу. 

 

Две схемы отличаются от реализаций операторов H1, H2 только до-

полнительной связью, симметрирующей входные или выходные сигналы. 

Все они могут быть использованы в итерационном методе поиска собст-

венных функций и собственных значений, поясняемом рис. 1.2.2.  

Итерационный поиск проводится дважды с заменой сумматора на 

вычитающее устройство. Помимо выгод в простоте структурной реализа-

ции, эта декомпозиция позволяет находить условный экстремум на классах 

четных и нечетных функций. 

Устройства запоминания, инверсии, сложения, вычитания сигналов 

могут быть реализованы аппаратно при помощи современной элементной 

базы. Еще более просто эти операции реализуются на компьютерах. Заме-

тим, что данный подход позволяет находить экстремальные решения при 

отсутствии достоверной математической модели объекта.  Натурный экс-

перимент, осуществленный в соответствии со схемами, может использо-

ваться для проверки априорных сведений о нем. 
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1.6. Примеры экспериментов с симметричными операторами 

 

Проиллюстрируем процедуры моделирования и анализа операторов, 

ассоциированных с линейной динамической системой, на примере элек-

трического фильтра, изображенного на рис. 1.6.1.  
 

 
 

 
 

 
 
 

Рис. 1.6.1. Исследуемая схема электрического фильтра. 

 

По отношению к этой динамической системе решались задачи по оп-

ределению реакции операторов на стандартное входное воздействие и 

отыскание оптимальных сигналов, имеющих ясную физическую интерпре-

тацию расходов энергии на активном сопротивлении и в нагрузке источ-

ника. Передаточные функции этой RLC-схемы от входа E к выходам U, I 

имеют, соответственно, вид 

 

                     Q 1(p) = 
RL RLC

R
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;  Q 2(p) = 
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Эксперимент 1. Для нахождения формы входного сигнала, обеспе-

чивающего максимальную отдачу энергии источника в активную нагрузку 

R за время 5 с., определялась главная собственная функция оператора H1 

при значениях параметров R=2, L=1, C=0,5.  

С этой целью была использована итерационная процедура рис. 1.2.2 

для передаточной функции Q 1(p).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.6.2. Поиск главной собственной функции оператора H1. 

 

Графики сигналов, полученные на последовательных итерациях, 

приведены на рис. 1.6.2. Инвертирование сигнала на соседних итерациях 

происходит вследствие знака  1 = –1,208. Итерационно получаемые сигна-

лы достаточно быстро сходятся к оптимальному сигналу, отвечающему 

максимальному по модулю собственному значению.  Искомая собственная 

функция обеспечивает максимум скалярного произведения  <U,U>. 

Эксперимент 2. Моделировались связанные с оператором свертки S 

операторы H1, H2, S*, M, K, M 1, K1, M2, K2  данной схемы. В качестве вход-

ного сигнала E использовался один период прямоугольной волны (меанд-

ра) единичной амплитуды длительностью 50 с. Реакция U на этот сигнал 

при значениях параметров R=1,2, L=1, C=0,5 приведена на рис. 1.6.3. 

t
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Рис. 1.6.3.  Реакция симметрированных операторов на меандр. 
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Эксперимент 3. Для нахождения формы входного сигнала, обеспе-

чивающего максимальную отдачу энергии источника в цепь за выделенное 

время, определялась главная собственная функция оператора M при тех же 

значениях параметров, что и ранее. Итерационная процедура проводилась 

для передаточной функции Q 2(p) согласно реализации M по рис. 1.4.1. 

 
  
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.6.4. Поиск четной и нечетной собственных функций оператора M. 

 

У оператора M имеются два близких по модулю собственных числа  

1 = 0,867 и 2 = 0,773, которым соответствуют нечетная и четная собст-

венные функции f1(t), f2(t).  

Использование в качестве начального приближения симметричного 

входного сигнала ведет к установлению собственной функции f2(t) (левая 

часть рис. 1.6.4), использование несимметричного входного сигнала при-

водит к главной собственной функции f1(t) (правая часть рис. 1.6.4).   

Аналогичные результаты получаются при редукции задачи исполь-

зованием более простых операторов M2, K2 (рис. 1.5.1), отвечающих рас-

щепленному спектру M. В данном примере искомая собственная функция 

обеспечивает максимум скалярного произведения  <E,I>. 
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1.7. Выводы 

 

Первая глава вводит в рассмотрение широкий круг операторов, по-

рождаемых линейной динамической системой. Указаны принципы, позво-

ляющие систематизировать их, опираясь на признаки симметрии.  

Операторы, ассоциированные с линейной динамической системой, 

могут обладать различными видами симметрии: обычная симметрия и ко-

сосимметрия (симметрия относительно главной диагонали), симметрия и 

кососимметрия  относительно побочной диагонали, симметрия и кососим-

метрия относительно вертикальной и горизонтальной осей, ганкелева и те-

плицева симметрии, симметрия собственных функций и спектра.  

Использование симметрии операторов ведет в ряде случаев к упро-

щению решения (итерационными методами) изопериметрических задач, 

задач на нахождение норм операторов, задач на определение собственных 

функций и спектров и т.д.  

В ряде случаев упрощение следует из симметрии самих собственных 

функций, из совпадения части спектра сложного оператора со спектром 

оператора, для которого проще устроить натурный эксперимент с объек-

том, математическое описание которого неизвестно.  

На практике это приводит к существенному выигрышу: к уменьше-

нию общего времени на эксперимент, к увеличению точности находимых 

данных и т.д.   

Недостатком данного экспериментального подхода, опирающегося 

на выявленные свойства операторов, является отсутствие сколько-нибудь 

серьезного аналитического описания искомого спектра.  

На устранение этого недостатка нацелена следующая глава, посвя-

щенная аналитическим методам исследования задачи. 

 

 

 



 

30 
 

Глава 2. 

Аналитические методы поиска сингулярных функций 

 
2.1. Спектральные свойства на ограниченном интервале времени 

 

Спектральные свойства линейных операторов динамических систем 

широко используются в задачах анализа и синтеза регуляторов. К числу 

наиболее значимых результатов относятся частотный критерий устойчиво-

сти, синтез корректирующих звеньев по логарифмическим частотным ха-

рактеристикам и др. Сравнительно недавно, возникли новые методы ре-

дукции моделей динамических систем на основе сингулярных чисел ган-

келева оператора и синтеза H–оптимальных регуляторов на основе сингу-

лярных чисел передаточной функции.  

В теории динамических систем, в частности, в теории управления, 

спектральные характеристики линейных операторов обычно рассматрива-

ют на неограниченном интервале времени протекания процессов. Подоб-

ные идеализации упрощают математический аппарат, однако нередко это 

происходит в ущерб содержательной стороне его применения. 

Глава посвящена изучению спектральных характеристик оператора 

свертки на конечном интервале времени (0, T). Предпочтение отдается 

частотному подходу. Частотный подход играет особую роль в теории 

управления. Амплитудно-частотная (АЧХ) и фазовая (ФЧХ) характеристи-

ки динамических объектов широко используются при решении задач ана-

лиза и синтеза систем управления. Однако все они отвечают бесконечному 

интервалу времени приложения воздействия, тогда как реальные системы 

работают конечное время. Возникает естественное желание ввести аналоги 

частотных характеристик на ограниченном интервале времени и выяснить 

их связь с классическими. Содержательный ответ на этот вопрос можно 

получить в терминах спектральных характеристик оператора свертки.  
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В главе показывается, что cингулярные числа оператора свертки, 

рассматриваемого на интервале длительности Т, образуют дискретное 

множество, точки которого расположены на классической непрерывной 

АЧХ. Чем протяженнее интервал T, тем плотнее будут линии  дискретного 

операторного спектра. Указанная закономерность нетривиальна и не по-

вторяет во всех деталях соотношения дискретного и непрерывного спек-

тров сигналов, известного в теории преобразования Фурье.  В отличие от 

теории сигналов, при переходе от бесконечного интервала времени к ко-

нечному спектр хотя и становится дискретным, но его отсчеты на оси час-

тот не становятся регулярными. В отношении спектральных характеристик 

оператора свертки исследуются три основные задачи. 

Первая из них состоит в получении характеристического уравнения 

(или совокупности уравнений) для сингулярных чисел оператора свертки. 

Соответствующий конечномерный аналог в матричном исчислении содер-

жит полином, здесь это будет уже трансцендентная функция, имеющая 

бесконечное (счетное) количество нулей. 

Вторая задача связана с поиском аналитических соотношений между 

сингулярными числами и сингулярными функциями. В теории матриц из-

вестно немного примеров, в которых компоненты собственных векторов 

явным образом выражаются через собственные значения. В частности, из-

вестно, что для матрицы Фробениуса собственные векторы образуют мат-

рицу Вандермонда из собственных чисел. Тем более интересно отыскать 

такого рода соотношения для бесконечномерных задач.  

Третья задача состоит в поиске характеристик сингулярных функций 

оператора свертки и установлению их связи с классическими. Континуаль-

ность сингулярных функций не отвергает возможности описания их ко-

нечным набором коэффициентов. Так, например, весовая функция скаляр-

ной системы полностью характеризуется 2n параметрами (где n – порядок 

системы), которые можно связать с коэффициентами передаточной функ-

ции.  
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Сингулярную функцию можно рассматривать как модель динамиче-

ской системы, раскрывающую ее пропускные способности на конечном 

интервале времени. Так же, как и любая другая функция времени, она име-

ет амплитудный спектр Фурье. Частоты сингулярной функции, т.е. ее пар-

циальный спектр, связаны с топологическими особенностями АЧХ. Заме-

тим, что на топологию АЧХ опирается анализ устойчивости систем по 

Найквисту, так что развиваемый подход вполне лежит в русле традиций 

теории моделирования динамических систем.  

Тем самым, исследование разбивается на три этапа: изучение качест-

венных закономерностей, отличающих спектральные характеристики ли-

нейных динамических систем на ограниченном интервале времени; изуче-

ние парциальных частот гармонических компонент сингулярных функций 

и их локализация (подобно кругам Гершгорина, только не для спектра опе-

ратора, а для парциального спектра сингулярных функций); разработка 

численных алгоритмов и графоаналитических методов нахождения спек-

тральных характеристик. 

Глава состоит из пяти разделов. В разделе 2.2 вводятся необходимые 

математические модели и дается определение сингулярных функций опе-

ратора свертки на конечном интервале времени. В разделе 2.3 устанавли-

ваются важное свойство симметричности сингулярных функций и другие 

качественные характеристики, облегчающие нахождение их аналитическо-

го описания. Раздел 2.4 посвящен поиску сингулярных функций на основе 

частотного подхода, при этом важную роль играет флип-оператор, введен-

ный в работах [19, 20]. Подчеркивая актуальность и новизну исследования, 

отметим, что в литературе по теории динамических систем наблюдается 

недостаток сведений по затрагиваемым вопросам.  

Импульсные и переходные функции элементарных динамических 

звеньев рассматриваются в учебниках, тогда как собственные и сингуляр-

ные функции тех же объектов известны недостаточно полно.  
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2.2.  Сингулярные функции динамических систем 

 

Рассмотрим линейную стационарную динамическую систему с од-

ним входом и одним выходом, описываемую уравнениями в пространстве 

состояний  
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     (2.2.1) 

 

где )(tx  nR  – вектор состояния, А, В, С  – постоянные матрицы соответ-

ствующих размерностей;  u(t), y(t) – входной и выходной скалярные сигна-

лы, начальное состояние x(0)=0,  0  t  T. 

Оператор свертки S характеризует отображение множества входных 

сигналов, воздействующих на систему на интервале времени (0, Т), в мно-

жество выходных сигналов, рассматриваемых на том же самом интервале. 

Он задается формулой 

 

              )()( tuSty  =  
t

ττuτtq
0

,d)()(     (2.2.2) 

 

где q(t) = BC Ate – импульсная весовая функция односвязной динамической 

системы с передаточной функцией )( pQ . 

Оператор свертки S отвечает режиму работы системы в реальном 

времени, типичному для большинства задач теории автоматического 

управления и теории электрических цепей. Сопряженный оператор S* вво-

дится стандартным образом с помощью соотношения (v, Su) = (S*v, u),  где 

скобки означают скалярное произведение соответствующих функций, рас-

сматриваемых на интервале  (0, Т).  
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Оператор S* представляет собой оператор свертки сопряженной сис-

темы дифференциальных уравнений 

 

),()(~
),()()(

T

TT

tty
tvtt

ζB
CζAζ



 
       (2.2.3) 

 

где )(~  ),( tytv  – входной и выходной скалярные сигналы, начальное усло-

вие зависит от вида входного сигнала v(t) и определяется формулой 

ttve t )d()0( T
T

0

T
Cζ A , конечное значение 0)T( ζ .  

Интегральное представление оператора S*  имеет вид 

 

          )()(~ * tvSty  =  
t

ττvτtqy
0

*
0 ,d)()(~      (2.2.4) 

 

где q*(t) = T)(TT T
e CB A t  – импульсная весовая функция сопряженной систе-

мы. Начальное значение  0
~y   рассчитывается из условия 0)T( y  и равно  


T

0
0 d)()(~ ttvtqy . Для скалярных систем справедливо q*(t)=q(Т– t).  

В инверсном направлении времени  =T–t уравнения сопряженной 

системы совпадают с уравнениями дуальной системы:  

 

).()(~
),()()(

T

TT





ζB

CζAζ

y

v
        

 

Линейные стационарные динамические системы с одним входом и 

выходом самодуальны в том смысле, что их вход-выходные характеристи-

ки (весовая и передаточная функции) совпадают с соответствующими ха-

рактеристиками дуальных систем.  
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Описаниям (2.2.1) и (2.2.3) исходной и сопряженной систем при ну-

левых начальных условиях соответствуют дробно-рациональные переда-

точные функции 

 

)( pQ =C(pE–A)–1B =
)(
)(

pa
pb   и  )(* pQ =C(–pE–A)–1B = )( pQ  =

)(
)(

pa
pb


 , (2.2.5) 

 

являющиеся изображениями по Лапласу соответствующих импульсных 

весовых функций. При этом следует различать сопряженную передаточ-

ную функцию )( *pQ  системы S и передаточную функцию )(* pQ   сопря-

женной системы  S*. Они совпадают друг с другом только в частном случае 

гармонических входных сигналов, когда p = j . 

Кроме перечисленных, в работе используется оператор F зеркально-

го инвертирования во времени функции   f(t),  заданной на интервале  (0,Т). 

Он описывается зависимостью 

 

F f(t) = f(T–t).     (2.2.6) 

 

Следуя терминологии работы [19], будем называть его флип-

оператором. Его спектральные свойства и значение в теории динамических 

систем освещены ранее. Флип-оператор обладает рядом специальных 

свойств: он симметричен F = F*, ортогонален F*= F–1 и инвoлютивен F2 = I, 

где I – тождественный оператор.  

Отметим также нетривиальное представление сопряженного опера-

тора в виде S* = FSF*. Оно означает, что в случае стационарных систем па-

ра операторов S*, S связана преобразованием подобия со всеми вытекаю-

щими отсюда последствиями. Относительная простота описания флип-

оператора во временной области вовсе не означает такой же простоты в 

частотной, этот вопрос подробнее рассматривается в разделе 2.4. 
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Предметом исследования настоящей главы служат спектральные 

свойства операторов динамической системы (2.2.1), и, в первую очередь, 

сингулярные числа и сингулярные функции оператора свертки (2.2.2) на 

конечном интервале времени.  

Приведем необходимые математические определения. В случае мат-

ричных операторов собственные и сингулярные числа отыскиваются из 

характеристических уравнений вида S – I = 0, S*S – 2I= 0.  Анало-

гичные уравнения возникают при дискретном описании динамики линей-

ных систем матрицами на конечном интервале времени.  

Переходя от матриц к непрерывным динамическим системам, отме-

тим следующее.  

Всякая динамическая система с нулевыми начальными условиями, 

рассматриваемая на конечном или полубесконечном интервале времени, 

фильтрует входной сигнал, неизбежно меняя его форму. Поэтому ее опера-

тор свертки не имеет собственных функций. Вместе с тем, любой линей-

ный оператор имеет сингулярные функции. Существуют два подхода к оп-

ределению сингулярных функций операторов.  

Согласно первому подходу, помимо оператора S самой системы в 

рассмотрение вводится сопряженный ему оператор S*. 

Определение 1. Функции  fi(t),  gi(t),  удовлетворяющие  операторным 

уравнениям  

 

 SS*fi(t) = i
2fi(t),  S*Sgi(t) = i

2gi(t),   (2.2.7a) 

 

называются левыми и правыми сингулярными функциями оператора 

свертки  S.  Арифметические корни  i
  из коэффициентов пропорциональ-

ности в этих равенствах называются сингулярными числами оператора  S.   

Структурная интерпретация этого определения для левых сингуляр-

ных функций иллюстрируется рис. 2.2.1, а.  
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a) б)  
 

Рис. 2.2.1. Альтернативные варианты определения сингулярной 

функции оператора свертки: a) с помощью оператора сопряженной  

системы; б) с помощью флип-оператора. 

 
В соответствии с ним левой сингулярной функцией f(t) называется 

ненулевой входной сигнал, проходящий через последовательное соедине-

ние систем  S*  и S  без искажения формы. Схема для правых сингулярных 

функций выглядит аналогично и получается перестановкой блоков S*  и  S.   

Отметим, что правые и левые сингулярные функции связаны равен-

ствами   

 S*fi(t) = igi(t),   Sgi(t) = ifi(t),     (2.2.7b) 

 

представляющими собой симметричную запись уравнений (2.2.7a). В при-

ложениях главную роль играют функции  f1(t), g1(t), отвечающие макси-

мальному сингулярному числу 1, иногда называемые максимизирующей 

парой Шмидта. 

Второй подход к определению сингулярных функций опирается на 

их экстремальные свойства.  

Определение 2. Для заданного оператора  S  рассмотрим следующую 

задачу на условный экстремум 

 

 J =  S f(t)   extr,  f(t)  = 1,       (2.2.8) 

 

где    означает норму функции.  

 
S 

 
F 

y=f u f  
S 

 
S* 

y=2f u f 
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Функции fi(t), отвечающие стационарным точкам этой экстремальной 

задачи, называются сингулярными функциями оператора S, а соответст-

вующие им значения i  функционала J – сингулярными числами операто-

ра  S. Функция  f1(t), доставляющая глобальный максимум функционалу  J,  

называется главной сингулярной функцией. Ей соответствует главное син-

гулярное число 1, характеризующее максимальный "коэффициент усиле-

ния" (в смысле используемой нормы), который может быть реализован 

данным оператором. 

При использовании квадратичной нормы  f2= 2
1T

0

22
1

))((),(  dttfff , 

оба определения приводят к одинаковым результатам.  В случае других 

норм, например, модульной  f 1 = 
T

0

)( dttf  или чебышевской  f  = max
t

( 

f (t)), определения 1, 2 становятся неэквивалентными.  

Далее рассматриваются квадратичные нормы функций и согласован-

ные с ними нормы операторов.  

Во избежание терминологической путаницы отметим четыре разно-

видности спектров, встречающихся в литературе и используемых в данном 

разделе: это амплитудный спектр сигнала, модальный и операторный спек-

тры динамической системы и парциальный спектр сингулярной функции.  

Первая разновидность – амплитудный спектр сигнала – широко ис-

пользуется в теории связи и других приложениях. Он получается с помо-

щью преобразования Фурье и характеризует амплитуды гармоник, входя-

щих в состав сигнала.  

Вторая разновидность спектра – это модальный спектр системы. 

Под ним понимается совокупность полюсов системы, определяющих мо-

дальные составляющие ее свободного движения. Очевидно, что он совпа-

дает со спектром матрицы  А  описания (2.2.1). 
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Третья разновидность спектра – это операторный спектр динамиче-

ской системы. В функциональном анализе спектром оператора обычно на-

зывается совокупность его собственных значений, соответствующих соб-

ственным функциям.  

Как отмечалось, оператор свертки собственных функций не имеет. 

Предметом нашего изучения является спектр симметричного оператора 

S*S, образующий для конечномерных систем счетное множество. Поэтому, 

говоря в дальнейшем об операторном спектре динамической системы, бу-

дем иметь в виду именно этот спектр.  

Более формально: операторным спектром линейной системы назовем 

совокупность сингулярных чисел ее оператора свертки (2.2.2), рассматри-

ваемого на интервале времени (0, Т). Исходя из общих свойств симмет-

ричных операторов, эти числа вещественны, положительны, а сингулярные 

функции попарно ортогональны. 

Четвертая разновидность спектра – парциальный  спектр сингуляр-

ной функции.  

Как будет показано ниже, каждая из сингулярных функций операто-

ра свертки динамической системы представляет собой линейную комбина-

цию конечного числа гармонических сигналов – модальных компонент не-

которой динамической системы удвоенного порядка.  

Совокупность частот этих компонент будем называть парциальным 

спектром сингулярной функции. 

Операторный и парциальный спектры будут представлять особый 

интерес нашего анализа. Кроме приведенных выше двух классических по-

ходов к определению сингулярных функций  возможен еще один, третий. 

Он основан на специальном свойстве симметрии, присущем сингулярным 

функциям оператора свертки стационарных скалярных систем и рассмат-

ривается в следующем разделе.  
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2.3. Свойства сингулярных функций 

 

Для изучения свойств сингулярных функций выпишем в соответст-

вии с первым определением систему дифференциальных уравнений поряд-

ка 2n, получаемую путем каскадного соединения исходной и сопряженной 

систем (рис. 2.2.1, а). Для описания такого соединения используем уравне-

ния (2.2.1), (2.2.3), дополненные уравнением связи )(~)( tytu  : 

 

2TTT /)()(),()(~),()()(
),(~)(),()(),()()(




tytfttytftt
tytuttytutt

ζBCζAζ
CxBAxx




  (2.3.1) 

 

Последнее соотношение имеет место при условии, что в качестве 

входного сигнала  f(t)  выступает сингулярная функция системы  S,  тогда 

согласно формуле (2.2.7) выходной сигнал y(t) = SS*v(t)  отличается от 

входного только амплитудой  y(t) = 2 f(t). Матрица пространства состоя-

ний M системы (2.1) имеет вид 

                            M = 








 T2T

T

/ ACC
BBA .     (2.3.2) 

Заметим, что похожая матрица возникает при минимизации квадра-

тичного функционала  



0

))()()()(( dttututt TT RxQx   в теории оптимально-

го управления. В самом деле, природы этих задач близки, однако имеются 

три существенных различия. Во-первых, при поиске сингулярных функций 

ищется максимум квадратичного функционала, а при поиске оптимального 

управления – его минимум. Во-вторых, матрицы различаются знаком лево-

го нижнего блока (в задачах оптимального управления он положителен). 

В-третьих, в матрице  М  имеется неизвестный параметр  ,  который дол-

жен быть выбран таким образом, чтобы решение системы (2.3.1) удовле-

творяло краевым условиям )(tx = 0,  )T(ζ  = 0.  
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Указанные различия не мешают использовать при поиске сингуляр-

ных функций стандартный математический аппарат, разработанный в тео-

рии управления. Он включает составление дифференциального уравнения 

Риккати и расчет коэффициентов матрицы обратных связей, обеспечи-

вающих оптимальный вид выходных сигналов системы.  

Аналитические трудности этого пути известны. В теории оптималь-

ного управления, где ищется одно решение (и не надо определять сингу-

лярное число ) уже в случае анализа апериодического звена возникают 

громоздкие выкладки [92, 107], а при повышении порядка системы анали-

тические выражения для искомых функций становятся необозримыми. 

Отметим также, что вариационные методы теории оптимального управле-

ния мало согласуются с частотными (и это отдаляет нас от традиционных 

спектров, т.е. АЧХ и ФЧХ).  

От указанных недостатков свободен альтернативный подход к опре-

делению сингулярных функций, основанный на использовании специаль-

ного вида симметрии, присущего оператору свертки и его сингулярным 

функциям [20].  

Суть этой симметрии становится ясной из следующей теоремы. 

Теорема 1 (о зеркальной симметрии). Левая и правая сингулярные 

функции fi(t) и gi(t) оператора свертки (2.2.2), отвечающие простому сингу-

лярному числу i и связанные соотношениями (2.2.7b), удовлетворяют ус-

ловию зеркальной симметрии  

 

   )T()( tgtf ii  .    (2.3.3) 

 

Доказательство теоремы 1. Согласно определению 1, правые син-

гулярные функции оператора свертки gi  удовлетворяют равенствам   

S*S gi = i
2gi.  
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Используя соотношение S* = FSF, перепишем их в виде 

 

       FSFS gi = i
2gi  или H2 gi = i

2gi , 

 

где  FS=H  – симметричный оператор, получаемый при полярном разложе-

нии оператора свертки.  

Обозначим  qi  – собственную функцию оператора Н,  отвечающую 

его собственному числу  i,  тогда справедливы равенства: H qi = iqi. 

Отсюда заключаем, что сингулярные функции операторов S*S и Н 

совпадают gi = qi , а их собственные числа равны с точностью до знака 

i= i . Следовательно  

 

Hgi = igi , FSgi = igi , Sgi = iFfi . 

 

С учетом второго из соотношений (2.2.7b), получаем ifi(t)=igi(T–t) 

или fi(t) =  gi(T–t),  что и требовалось доказать. 

Условие (2.3.3) означает, что левая сингулярная функция с точно-

стью до знака совпадает с копией правой сингулярной функции, взятой в 

обратном времени. 

Приведенная теорема позволяет дать еще одно, третье определение 

сингулярных функций оператора свертки системы (2.2.1).  

Определение 3. Функции  fi(t)  и  gi(t),  удовлетворяющие оператор-

ным уравнениям  

 

Sfi(T–t) = ifi(t),     Sgi(t) = igi(T–t),    (2.3.4)   

 

называются левыми и правыми сингулярными функциями оператора 

свертки S, отвечающими сингулярному числу i = | i |. 
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Вещественный коэффициент i, который может быть как положи-

тельным, так и отрицательным, будем называть алгебраическим сингуляр-

ным числом в отличие от арифметического сингулярного числа  i. Далее, 

из соображений простоты, индекс у сингулярных функций и чисел будем 

опускать. Равенства (2.3.4) имеют прозрачную структурную интерпрета-

цию. В частности, первое из них означает, что если на вход системы (2.2.1) 

подать сигнал, равный левой сингулярной функции f(t), взятой в обратном 

времени, то на выходе получим усиленный в  раз сигнал f(t). Это поясня-

ется рис. 3.1.1, б, на котором через F обозначен флип-оператор (2.2.6). Он 

осуществляет получение зеркальной копии входного сигнала в обратном 

времени. Таким образом, из определения 3 следует, что сингулярной 

функцией линейной динамической системы называется входной сигнал, 

проходящий, после его инверсии во времени, на выход системы без иска-

жения формы.  

Отметим, что операция инверсии входного сигнала относительно се-

редины конечного интервала управления (флип-операция) не меняет энер-

гетических соотношений для входных и выходных сигналов. Это позволя-

ет при решении некоторых задач заменять оператор свертки симметрич-

ным оператором  H,  который вводится с помощью факторизации  S = HF  

[20]. Собственные функции оператора  H  совпадают с сингулярными 

функциями оператора свертки  S. Поскольку квадратичные нормы прямого 

и сопряженного операторов одинаковы, собственные значения оператора  

H  с точностью до знака равны искомым сингулярным числам. 

Перейдем к исследованию свойств сингулярных функций (не находя 

их в явном виде), опираясь на все три их определения. Необходимость это-

го диктуется тем, что аналитическая часть задачи очень сложна, и для ее 

решения полезна качественная информация. Сингулярные функции линей-

ной системы на бесконечном интервале времени представляет собой сину-

соиды, т.е. моногармонические сигналы.  
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На конечном интервале времени структура сингулярной функции 

заметно усложняется и в ее состав входит несколько гармоник различных 

частот, то есть она становится полигармоническим сигналом. Общее число 

таких гармоник равно n, а совокупность их частот образует парциальный 

спектр сингулярной функции. Точнее состав этого спектра описывает сле-

дующая теорема. 

Теорема 2 (о парциальном спектре). Для минимально-фазовой сис-

темы с передаточной функцией )(/)()( papbpQ   правые и левые сингу-

лярные функции оператора свертки представляют собой линейные комби-

нации конечного числа гармоник  h1(t), h2(t), …,  hn(t).  

Вид гармоник, отвечающих сингулярному числу , определяется  

корнями характеристического уравнения 

 

                       .0)()()()(2  pbpbpapa              (2.3.5) 

 

Доказательство теоремы 2. Для системы с передаточной функцией 

)(/)()( papbpQ   изображения по Лапласу левой и правой сингулярной 

функций удовлетворяют соотношениям 

 

)( pQ )( pQ   f (p) = 2 f (p),   )( pQ  )( pQ  g (p) = 2 g (p). 

 

Им соответствует одно и то же характеристическое уравнение для 

парциального спектра сингулярных функций (2.3.5). 

В это уравнение входят только четные степени p, поэтому располо-

жение его корней на комплексной плоскости характеризуется центральной 

симметрией относительно начала координат. Общее число корней равно 

2n, после их попарного объединения получаем n гармоник, которые входят 

в состав правых и левых сингулярных функций. Доказательство закончено.   
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Парам чисто мнимых корней отвечают круговые гармоники  

hi(t) = aisin(t) + bicos(t), парам чисто вещественных – гиперболические  

hj(t) = ajsh(t) + bjch(t), четверкам (квартетам) двоякосимметричных ком-

плексных корней – смешанные  hs(t) = sh(1t)[assin(2t) + bscos(1t)]  и  hc(t) 

= сh(1t)[acsin(2t) + bccos(2t)].  

Отметим что вариационные методы, основанные на множителях Ла-

гранжа, приводят к тому же результату, но более длинным путем.   

Сингулярное число  входит в характеристическое уравнение как 

параметр. Если его значение  заранее не известно, то уравнение (2.3.5) не 

позволяет найти парциальный спектр, однако оно накладывает на этот 

спектр ряд ограничений качественного характера.  

Следствие. Для минимальнофазовых систем с несократимой переда-

точной функцией  в состав парциального спектра не могут входить нули и 

полюсы исходной системы, нули и полюсы сопряженной системы, а также 

изолированные экспоненциальные компоненты. 

В самом деле, у пар полиномов (a(p), b(p)) минимальных мини-

мальнофазовых систем нет общих корней, поэтому корни полиномов  a(p)  

и  b(p), т.е. нули и полюсы исходной и сопряженной систем,  не могут 

быть корнями уравнения (2.3.5). Следовательно, гармоники hi(t) не совпа-

дают с модальными составляющими импульсной весовой функции исход-

ной и сопряженной систем. Кроме того, сингулярные функции не могут 

содержать изолированных экспоненциальных членов, поскольку каждому 

члену вида eat  в силу симметрии корней будет отвечать член e–at, вместе 

они образуют гиперболическую функцию. Отметим, что при наличии 

кратных корней уравнения (2.3.5) у сингулярной функции будут появлять-

ся составляющие, содержащие полиномиальные множители.  

Для неминимально-фазовых систем полиномы  a(p)  и  b(–p) могут 

иметь общие корни. Тогда в сингулярной функции будут присутствовать 

соответствующие модальные компоненты системы.  
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Известно, что всякая неминимально-фазовая система может быть 

представлена в виде последовательного соединения минимально-фазовой 

системы и фазовращателя. Упомянутые модальные компоненты отвечают 

его полюсам. 

Согласно этому следствию сингулярные функции не имеют изолиро-

ванных экспоненциальных составляющих, этим они отличны от "свобод-

ных" движений системы. Сингулярная функция не содержит модальных 

составляющих, т.е. не возбуждает их. Некоторую аналогию можно найти 

во входных сигналах с частотами, отвечающими нулям передаточной 

функции. Они возбуждают собственные движения объекта, но сами не 

пропускаются на выход. Сингулярные функции действуют наоборот: они 

проходят сами, не возбуждая модальных составляющих. Последнее глубо-

кое по содержанию свойство позволяет применить для локализации и ана-

лиза гармоник сингулярных функций, определяемых на конечном интер-

вале времени, частотные характеристики (такие, как АЧХ и ФЧХ), опреде-

ленные для интервалов бесконечной длительности. По сути, это обоснова-

ние приемлемости здесь обычного частотного подхода. 

В качестве комментария к следствию заметим, что теория оптималь-

ного управления связывает вид решения с особенностями гамильтоновой 

матрицы (2.3.2). Напомним (см. [57]), что матрица M называется гамиль-

тоновой, если соблюдается следующее матричное равенство J–1MTJ=–M, 

где J – матрица вида 







 0E

E0
 . Спектр гамильтоновой матрицы обладает 

свойством: наряду с каждым числом  он содержит, причем с той же крат-

ностью, число –. Иными словами, он содержит двоякосимметричные 

комплексные числа. В задачах оптимального управления матрица M не 

имеет чисто мнимых собственных значений, ровно половина ее спектра 

принадлежит полуплоскости  Re  < 0.  Тем самым однозначно определено 

n-мерное инвариантное подпространство, отвечающее устойчивым собст-

венным значениям (в нем расположена оптимальная траектория).  
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Парциальный спектр сингулярных функций наоборот затрагивает 

мнимую ось – сказывается знак левого нижнего блока коэффициентов – 

оставаясь двоякосимметричным. Таким образом, рассматриваемая задача 

имеет свои особенности. 

Определение частот парциальных компонент сингулярной функции, 

т.е. ее парциального спектра – проблема весьма сложная. Ее решение мо-

жет облегчить локализация этого спектра на основе следующего свойства. 

Рассмотрим функцию комплексного переменного R(p)=Q(p)Q(–p). На 

мнимой оси она совпадает с квадратом обычной АЧХ, а в остальных слу-

чаях отличается от нее.  

Свойство 1. (Локализация спектра). Парциальный спектр сингуляр-

ной функции системы заключен в области комплексной плоскости, огра-

ниченной условиями 

                  Im(R(p)) = 0,  Re(R(p))= 2  0.   (2.3.6) 

 

В самом деле, как правые, так и левые сингулярные функции опера-

тора свертки удовлетворяют соотношению  Q(p)Q(–p) f (p) = 2 f (p). 

Перейдем от него к операторному равенству R(p)–2=0,  

где R(p) = Q(p)Q(–p). Учитывая вещественность числа , приравняем нулю 

действительную и мнимую части комплексного выражения R(p)–2, полу-

чим (2.3.6). Первое из соотношений (2.3.6) свидетельствует об отсутствии 

фазового сдвига сингулярной функции при прохождении ее через последо-

вательное соединение прямой и сопряженной систем. Смысл второго усло-

вия – одинаковый коэффициент усиления всех парциальных компонент, 

входящих в состав сингулярной функции. 

Поясним также физический смысл этих соотношений. В соответст-

вии с первым определением сингулярной функции и видом передаточных 

функций прямой S и сопряженной S* систем передаточная функция их по-

следовательного соединения равна Q(p)Q(–p).  
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Последовательное соединение прямой и сопряженной систем извест-

но в теории как амплитудный фильтр. Он меняет амплитуды гармоник, но 

оставляет неизменными фазы сигналов, поскольку сопряженная система 

выступает как фазовый компенсатор. Следовательно, все гармоники про-

ходят через такое соединение с сохранением формы сигнала, усиливаясь 

одинаково.   В итоге, сингулярная функция, проходя через амплитудный 

фильтр, не искажается по форме, а только умножается на положительный 

коэффициент 2. В терминах частотного подхода это выражается двумя 

условиями (2.3.6).  Дополнительный пример применения этого свойства 

будет рассмотрен позже. 

Свойство 2 (краевые условия). Левые сингулярные функции опера-

тора свертки системы (2.2.1), отвечающие алгебраическому сингулярному 

числу , удовлетворяют краевым условиям 

 

  f(0) = 0,  λ f (0) = q(0) f (T), )()0()()0()0( TfqTfqf   , … .   (2.3.7)  

 

Запишем, согласно теореме 1,  
t

dftqtf
0

)T()()( , где  

q(t) – импульсная весовая функция системы. Полагая  t = 0, получаем  

f(0)=0, т.е. первое из соотношений (2.3.7). Дифференцируя равенство по 

времени, получим 

 

 
t

dftqtfqtf
0

)T()()T()0()(  , 

 

что после подстановки t=0 даст λ f (0) = q(0) f (T), т.е. второе из соотноше-

ний (2.3.7). Выполняя повторное дифференцирование в сочетании с интег-

рированием по частям, получим третье из соотношений (2.3.7) и т.д.  
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Возможен также матричный вариант доказательства, основанный на 

рассмотрении равенств  y=C x ; y =CA x +CBu и других, получаемых их по-

следовательным дифференцированием, для входного сигнала u=f(t). Заме-

тим, что перечисленные краевые условия выписаны с учетом нулевых на-

чальных условий системы.  

Эти формулы имеют регулярный вид и могут быть записаны в мат-

ричной форме, структуру которой поясним на примере первых четырех ус-

ловий: 

λ
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удобен при задании уравнений системы в пространстве состояний.  

Краевые условия для правых сингулярных функций имеют анало-

гичный вид  и получаются из приведенных путем замены f(t) = g(T–t), на-

пример, g(T) = 0,  λ g (T) = q(0) g(0), и т.д.  

Значения q(0)=CB, )0(q =CAB, )0(q =CA2B, … называются марков-

скими параметрами динамической системы. С их помощью выражается 

интересное топологическое свойство (сформулируем его для левых сингу-

лярных функций).  
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Свойство 3 (взаимосвязь параметров). Если начальные значения 

сингулярных функций нормировать с помощью марковских параметров 

условием  if (0) = q(0),  то их  конечные значения "заметают" операторный 

спектр  fi(T) = λi (если первая производная равна нулю, то нормируем вто-

рую производную и так далее).  

Тем самым, через марковские параметры устанавливается взаимо-

связь сингулярных функций  и операторного спектра системы. Значение 

этого свойства для анализа сингулярных функций поясним на простом 

примере.  

Синусоидальные сингулярные функции идеального колебательного 

звена y + k2y = u, имеют вид  f(t) = sin(1t + 1)sin(2) – sin(2t+2)sin(1).  

Из начальных условий следует, что частоты и фазы парциальных состав-

ляющих  1,  2, 1,  2  удовлетворяют соотношению  

 

1/tg(1) = 2/tg(2), 

 

инвариантному к номеру сингулярной функции. 

Отсюда видно, что знание любых трех параметров сингулярных 

функций позволяет находить четвертый параметр.  

Аналогичное соотношение имеет место для сингулярных функций с 

гиперболическими компонентами.  

Учет таких соотношений позволяет избежать трудоемких выкладок. 

Сходная ситуация имеет место при анализе устойчивости систем по лога-

рифмическим частотным характеристикам, когда фазовая характеристика 

попросту не используется. Анализ соответствующей связи между измене-

ниями амплитудной и фазовой характеристик сыграл здесь заметную роль, 

позволяя анализировать устойчивость только по одной из них на основа-

нии критерия Найквиста. 
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2.4. Поиск сингулярных функций на основе частотного подхода 

 

Частотный подход получил широкое распространение благодаря его 

способности передавать довольно сложные соотношения, возникающие 

при анализе динамических систем, в относительно простом виде. Для того, 

чтобы применить его в рассматриваемом случае, необходимо рассматри-

вать частотные характеристики не только на мнимой оси, как в обычном 

частотном анализе, а на всей комплексной плоскости. Это относится к 

обоим блокам, показанным на рис. 2.2.1, б (к системе и к флип-оператору). 

Частотные характеристики системы. Введем в рассмотрение 

обобщенную частотную характеристику системы  A(p),  рассматривая ее 

как коэффициент передачи синусоидальных и гиперболических парциаль-

ных составляющих сигналов. Она выражается через введенную ранее 

функцию R(p)=Q(p)Q(–p) и имеет вид: 

 

A(p) = )( pR .         (2.4.1) 

 

Эта характеристика совпадает с обычной АЧХ только на мнимой 

оси, когда  p=j. Для гиперболических сигналов типа sh(аt) в формулу 

(2.4.1) следует подставлять  p=а. 

Частотные характеристики флип-оператора. Флип-оператор – ли-

нейный, но нестационарный объект. Он не меняет амплитуду гармоник 

(его АЧХ равна единице), а сдвигает сигнал во времени. Величина сдвига 

зависит от начальной фазы, причем возможны случаи, когда сигнал вовсе 

не меняется. Нестационарные объекты принято описывать параметриче-

скими передаточными функциями, зависящими от времени или от пара-

метра. Так, например, в методе Гольдфарба параметрическая передаточная 

функция линеаризуемого нелинейного элемента зависит от амплитуды 

входного сигнала.  
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Применяя флип-метод, мы вводим нестационарный блок, передаточ-

ная функция которого зависит, наоборот, от фазы входного сигнала .  

Пусть входной сигнал равен  u(t) = sin(t + ), тогда выходной сиг-

нал флип-оператора будет иметь вид  

 

u(T– t) = sin(T– t + ), 

 

где  T – длительность интервала времени. Для оценки сдвига фазы запи-

шем тот же сигнал как  u(T–t) = sin(t+–T–2).  Ясно, что добавка   

–T–2  описывает фазовую характеристику флип-оператора  

 

              (,) =  – T – 2.       (2.4.2) 

 

В случае апериодических сигналов анализ фазовой характеристики 

приводит к сходному результату, однако инверсия знака гармоники не мо-

жет быть учтена сдвигом фазы на . Приступим к определению сингуляр-

ных чисел и сингулярных функций на основе частотного подхода.  

Каждая сингулярная функция  f(t)  зависит от 2n параметров (частот 

и фаз парциальных составляющих), общее число неизвестных, с учетом ал-

гебраического сингулярного числа, равно  2n+1.  Это отражается на коли-

честве уравнений связи, которые требуются для их отыскания.  

В ряде случаев методом исключения переменных можно перейти к 

одному уравнению относительно одного параметра, в качестве которого 

наиболее целесообразно взять сингулярное число . Такое уравнение бу-

дем называть характеристическим уравнением для операторного спектра 

динамической системы.  

Первые 2n уравнений получаем на основе третьего определения син-

гулярной функции 

                    SF f (t) =  f (t).          (2.4.3) 
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Соотношение (2.4.3) можно трактовать как уравнение операторного 

баланса. При частотном подходе оно разделяется на уравнения амплитуд-

ного и фазового балансов. Далее в целях простоты изложения ограничимся 

рассмотрением сингулярных функций, содержащих только синусоидаль-

ные составляющие. На бесконечном и полубесконечном интервалах вре-

мени система имеет только такие сингулярные функции, а при переходе к 

конечному интервалу они играют, как правило, доминирующую роль. 

Уравнение амплитудного баланса для таких функций имеет вид 

 

                     A() –    = 0,             (2.4.4) 

 

где A() – обычная амплитудно-частотная характеристика системы.  

Соответствующее уравнение фазового баланса получаем, учитывая 

фазовые характеристики каскадного соединения блоков рис. 3.1.1, б,    

 

                             () + (,)  = arg (),                                  (2.4.5) 

 

где arg() = 0 при   0  и  arg() =   при  <0. 

После подстановки в уравнения (2.4.4) и (2.4.5) парциальных частот  

1, 2, … , n   и фаз  1, 2, … , n  получаем систему 2n нелинейных урав-

нений относительно  2n + 1 неизвестных (с учетом ). На основе началь-

ных и краевых условий  (свойство 3) получаем фазо-частотное уравнение 

 

  (1, 2, … , n, 1, 2, … , n)=0.                         (2.4.6) 

 

В частности, для звеньев первого порядка (интегратора и апериоди-

ческого звена) оно имеет крайне простой вид 1 = 0.  

Для идеального колебательного звена получаем уже упоминавшееся 

инвариантное соотношение  1сtg(1)–2сtg(2) = 0.  
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Необходимость в рассмотрении фазо-частотного уравнения отражает 

специфику конечного интервала времени. Таким образом, получена замк-

нутая система уравнений (2.4.4 – 2.4.6) для определения сингулярных чи-

сел и соответствующих им сингулярных функций оператора свертки.  

Ее можно решать аналитически (если это удастся), либо численно. 

Одной из задач, поставленных в начале главы, было отыскание характери-

стического уравнения для сингулярных чисел оператора свертки. Система 

уравнений позволяет предложить процедуру его формирования. 

Шаг 1. Из системы уравнений амплитудного баланса (2.4.4) выразить 

парциальные частоты как функции  :  1(), 2(), …, n()  

Шаг 2. Подставить полученные выражения для парциальных частот в 

уравнения фазового баланса (2.4.5) и найти фазовые зависимости  

1(), 2(), …, n().  

Шаг 3. Подставить найденные выражения для парциальных частот и 

фаз в фазо-частотное уравнение (2.4.6).  

В результате получаем искомое характеристическое уравнение. Оно 

оказывается трансцендентным и имеет счетное множество корней. Графи-

ческая интерпретация первого этапа процедуры поясняется рис. 2.4.1.  
 

 

Рис. 2.4.1. Графическая интерпретация амплитудного баланса. 
 

На рисунке в качестве примера приведена АЧХ системы 4-го поряд-

ка с двумя резонансными частотами, которая соответствует первому члену 

уравнения (2.4.4). Модуль    дает горизонтальную линию. 

1 2 3 4 

   

A () 

 0 
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Точкам пересечения в окрестностях резонансных частот системы от-

вечают четыре парциальные частоты. В случае их попарной близости у 

сингулярной функции проявляется эффект биений. Гиперболические со-

ставляющие сингулярных функций возникают при малых значениях моду-

ля  ,  когда число точек пересечения оказывается меньше порядка систе-

мы. Проиллюстрируем изложенную процедуру двумя примерами.  

Пример 1. Начнем с консервативной системы, как наиболее простой 

для частотного анализа. Определим характеристическое уравнение и син-

гулярные функции для звена с передаточной функцией  Q(p) = 1/(p2 + 1). 

Уравнение амплитудного баланса (2.4.4) имеет вид 1/(1– 2)2 + 2 = 0. 

Отсюда находим выражения для двух парциальных частот  

.11)(,11)( 21 



  

Уравнение фазового баланса (2.4.5) запишем с учетом полученного 

ранее равенства (,) = – T – 2  (фазовая характеристика флип-

оператора): 

 

                                      () +  – T – 2 = arg (), 

 

где () = arg (1– ) – фазовая характеристика колебательного звена. Ее 

можно записать в форме  (1) = 0, (2) = .  Здесь  1, 2 – парциальные 

частоты в окрестности особой точки o = 1. 

Отсюда выражаем фазы: 1 = (– 1T)/2, 2 = – 2T/2  (если  > 0) и, 

наоборот,  1 = – 1T/2, 2 = ( – 2T)/2  (если  < 0).  

Остается воспользоваться фазо-частотным уравнением (2.4.6)  

 

                                    1сtg(1) – 2сtg(2) = 0.  
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Подставляя в него парциальные частоты и фазы, для положительных 

значений  получаем трансцендентное характеристическое уравнение: 

 

.011
2
Tctg1111

2
Tctg11 


























  

Графическое решение этого уравнения для 3,22
2

10T 


   представ-

лено на рис. 2.4.2, а как точки пересечения функции левой части и оси абс-

цисс. По мере приближения к началу координат точки спектра сгущаются  

(на рисунке указаны первые три точки спектра). 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

           a)                                                                           б)  
 

Рис. 2.4.2. Положительные корни характеристического уравнения  

консервативного звена (a) и его главная сингулярная функция (б). 

 

Значения корней характеристического уравнения в этих точках для ука-

занного интервала равны 7,43 (главное сингулярное число), далее 2,31 и 

1,54. Соответствующие сингулярные функции имеют колебательный ха-

рактер  

f(, t) = sin(1()t + 1())sin(2()) – sin(2()t + 2())sin(1()), 

 

график главной сингулярной функции показан на рис. 3.4.2, б.  

 (  ) 

10 

 

0 

10 

–10 

f 1 ( t ) 

1,5 

0 T 

t 
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Сила, раскачивающая осциллятор (маятник, колокол) по указанному 

закону,  должна совпадать с правой сингулярной функций (ее график по-

лучается зеркальным отражением приведенного графика относительно се-

редины интервала). Она вызывает отклик максимальной энергии на задан-

ном интервале времени. 

Пример 2. Рассмотрим звено с передаточной функцией   

Q(p) = 1/(p + b). При b = 0 эта модель описывает интегратор, при  

b > 0 – устойчивое апериодическое звено и при b < 0 – неустойчивое апе-

риодическое звено. С точки зрения частотного подхода звенья первого по-

рядка менее удобны для анализа. 

Вначале локализуем парциальный спектр сингулярных функций, 

опираясь на свойство 1 и формулу (2.3.6) . В данном случае, при  p = a + j  

получаем   

 

R(p) = Q(p)Q(–p) = 1/(b2–p2) = 1/(b2 – a2 + 2 –2ja). 

 

Согласно первому из условий (2.3.6)  Im(R(p)) = 0  имеем  a = 0.  

Отсюда вытекает, что либо  a = 0,  либо   = 0, т. е. парциальный спектр 

сосредоточен на вещественной и мнимой осях комплексной плоскости.  

В первом случае сингулярная функция динамической системы пред-

ставляет собой гиперболическую зависимость вида  f(t) = sh(at + ),  во 

втором – синусоиду  f(t) = sin(t + ).  

Согласно второму из условий (2.3.6)  Re(R(p))  0  имеем  b2+2 >0. 

Отсюда получаем, что  допустимая область вещественной оси ограничена 

отрезком  –b  a  b.  В частности, для интегратора, когда  b = 0,  этот отре-

зок вырождается в точку. Поэтому интегратор не может иметь гиперболи-

ческих сингулярных функций. После проведенной локализации спектра 

перейдем к рассмотрению уравнений баланса. 
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Обычная АЧХ системы и гиперболическая АЧХ (далее подчеркну-

тая), определяемая уравнением (2.4.1), дают два уравнения амплитудного 

баланса для парциальных частот  

 

  =A()= 22
1
b

, отсюда = 22/1 b ,  

  =A(a) = 22
1

ab 
,  отсюда a= 22 /1 b . 

 

Второе из них справедливо для собственных значений , превы-

шающих статический коэффициент усиления звена. Обычная фазовая час-

тотная характеристика апериодического звена имеет вид ()=–arctg(/b). 

Введем следующую гиперболическую фазовую частотную характеристику  

(a)= – arth(a/b),  не учитывающую смену знака гармоники при b<0.  

Из фазо-частотного уравнения (нулевых начальных условий) следу-

ет, что  = 0. Поэтому фазовые частотные характеристики флип-оператора 

для периодического и апериодического режимов имеют вид, соответствен-

но,  () =  – T  и  (a) =–aT,  последняя формула не учитывает смену 

знака гармоники. Сходную характеристику имеет звено задержки на  неко-

торое время Т.  

Отсюда получаем пару уравнений фазового баланса для периодиче-

ского и апериодического режимов –arctg(/b) +  – T = arg ()  и  – 

arth(a/b) – aT = 0.  Гиперболический арктангенс arth(a/b) пересекается с 

линейной функцией – aT  при a<0, причем только в одной точке. Следова-

тельно, гиперболическая гармоника может быть только у неустойчивого 

звена при T>b, причем ровно одна. Это главная сингулярная функция не-

устойчивого апериодического звена, она отвечает его максимальному син-

гулярному числу. Остальные сингулярные функции – обычные синусои-

дальные, их частоты находим из первого уравнения фазового баланса.  
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Характерические уравнения для периодического и апериодического 

режимов при положительных значениях  имеют вид  

011T11arctg 2222 













bb

 и 

011T11arth 2222 















bb
. 

Корням уравнений отвечают частоты i= 22

11
bi

 , a = 11
22 

 b
, 

сингулярные функции f1=sin(1t), f2=sin(2t), … для устойчивого звена и   

f1 = sh(at),  f2 = sin(2t),  … для неустойчивого.  На рис. 3.4.3 приведены 

первые две сингулярные функции апериодического звена.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a)                                                              б)  
 

Рис. 2.4.3. Первые две сингулярные функции апериодического звена: 

a – устойчивого;  б – неустойчивого. 
 

В критическом случае, при T=–b гиперболическая зависимость сме-

няется линейной  f1 = t и при дальнейшем уменьшении T – синусоидальной 

f1 = sin(1t). Тем самым, при малых значениях T оба апериодических звена, 

устойчивое и неустойчивое, по своим характеристикам, включая сингу-

лярные функции, приближаются к интегратору. 
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2.5. Графо-аналитический метод исследования 

 

Частотная теория систем автоматического регулирования была соз-

дана до применения вычислительной техники и выработала эффективный 

графо-аналитический метод определения устойчивости динамических сис-

тем. На нем основаны, в частности, широко используемые критерии  

Найквиста, Попова и некоторые другие. Ниже предлагается развитие этого 

подхода для получения спектральных характеристик оператора свертки на 

ограниченном интервале времени.  

Для демонстрации закономерностей рассмотрим частотные характе-

ристики интегратора для интервала времени  T = 5 (см. рис. 2.5.1).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                              a)                                                                             б) 

 
Рис. 2.5.1. Частотные характеристики интегратора (a) и апериодического 

звена (б) на конечном интервале времени. 

 

На рис. 2.5.1, a приведены его амплитудная A()=1/ (выше оси час-

тот) и фазовая () = – /2 (ниже оси частот, оси характеристик совмеще-

ны, но масштабы вниз и вверх разные) частотные характеристики, а также 

смещенная фазовая характеристика флип-оператора  () = T – , инвер-

тированная по знаку для удобства учета баланса фаз  () = ().  
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Напомним, что фазо-частотное уравнение дает здесь тривиальное 

решение относительно сдвига фазы  = 0.  

Учитывая синусоидальный вид сингулярных функций, линии час-

тотных характеристик флип-оператора размножены с интервалом  2.  

По точкам пересечения частотных характеристик  () и  ()  вы-

ясняется частота 1 главной сингулярной функции, отвечающая макси-

мальному сингулярному числу 1, а также частоты и значения сингуляр-

ных чисел остальных сингулярных функций  fk(t) = sin(kt).  

На рис. 2.5.1, б)  для сравнения приведены аналогичные частотные 

характеристики апериодического звена. Точки пересечения кривых () и 

() в этом случае располагаются на оси частот нерегулярно. Проведен-

ный анализ показывает, что чем больше значение T, тем плотнее лежат 

точки дискретного спектра на непрерывной АЧХ. В области высоких час-

тот (при малых T) спектральные характеристики различных динамических 

систем сближаются.  

Частотный подход дает прозрачную интерпретацию собственных 

значений, как точек АЧХ, взятых при дискретных значениях аргумента, 

т.е. частот, удовлетворяющих фазовым ограничениям. Он ценен не только 

как метод получения конкретного результата. С его помощью становятся 

видны тенденции изменения дискретного спектра по мере изменения про-

тяженности интервала T, характеристик динамических звеньев (постоян-

ных времени, коэффициентов демпфирования и т.д.). Он указывает на не-

равномерный характер распределения парциальных частот.  

У колебательных систем парциальные частоты сосредоточены возле 

резонансных пиков АЧХ, образуя близкие пары. На высоких частотах, от-

вечающих малым значениям сингулярных чисел, резонансные пики пере-

стают определять характер сингулярных функций, они все более прибли-

жаются к характеристикам n–кратного интегратора, по этой причине его 

исследование представляет особый интерес.  



 

62 
 

2.6. Выводы 

 

Анализ поведения динамических систем на конечном интервале  

времени важен для многих прикладных задач. Классическая теория линей-

ных систем в значительной степени ориентирована на бесконечный или 

полубесконечный интервал времени. Это касается аппарата частотных  

характеристик, преобразования Лапласа, анализа устойчивости и других 

областей, где получено много красивых и полезных результатов.  

Однако на практике такой подход применим лишь для систем, время 

работы которых значительно больше длительности переходных процессов. 

Вместе с тем, реальные системы часто работают на конечных интервалах 

времени, соизмеримых с временем переходных процессов системы. В та-

ких условиях многие результаты классической теории перестают быть 

справедливыми или вообще теряют смысл. Это касается, например, вопро-

сов устойчивости систем на конечном интервале времени, а также той ро-

ли, которые играют синусоидальные гармонические сигналы в частотном 

анализе. Поэтому представляется важным изучение, во-первых, тех ре-

зультатов и положений классической теории, которые сохраняются и на 

конечных интервалах времени (возможно с частичной модификацией) и, 

во-вторых, изучение новых эффектов и свойств, которые здесь появляют-

ся. В этом смысле можно говорить о необходимости развития финитной 

теории линейных систем.  

В главе исследован один из аспектов этой теории, связанный с изу-

чением спектральных характеристик оператора свертки на конечном ин-

тервале времени. Разработан способ определения его сингулярных чисел и 

сингулярных функций и исследованы их свойства. При неограниченном 

увеличении интервала времени сингулярные функции становятся синусои-

дальными, однако на конечном интервале они носят совершенно иной ха-

рактер и представляют собой полигармонические сигналы с различными 

парциальными частотами.  
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Глава 3. 

Экспериментальные методы поиска сингулярных функций 
 

3.1. Основные понятия и определения 

 

Рассмотрим линейную динамическую систему размерности n с не-

сколькими входами  и выходами  

 

),()(
),()()(

tt
ttt

Cxy
BuAxx




     (3.1.1) 

 

где )(tx  nR  – вектор состояния;  u(t) rR  и y(t) sR  – входной и выходной 

векторные сигналы;  А, В, С  – постоянные матрицы соответствующих 

размерностей;  начальное состояние x(0)=0,  0  t  T. Его можно описать 

также матричной передаточной функцией ,)()( 1BAECQ  pp  либо им-

пульсной весовой характеристикой BCq Atet )( .  

Обозначим через S и Г оператор свертки и ганкелев оператор систе-

мы (3.1.1). Действие этих операторов на интервале (0, T) задается форму-

лами 

 
t

τττttSt
0

,d)()()()( uquy     (3.1.2)                      

 
T

0

,d)()()()(~ τττttГt vquy     (3.1.3) 

В  разделе 3.2 наряду с описанием (3.1.3) будет рассматриваться бо-

лее общий вид ганкелева оператора, осуществляющего отображение 

)T (0, 0) ,Т(: 2212
yv LLΓ  . Каждый из этих операторов исчерпывающим об-

разом описывает вход-выходные зависимости системы, но их математиче-

ские свойства существенно различаются. 
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 Оператор свертки  S – это оператор типа Вольтерра, он характеризу-

ется нулевым спектром и не имеет собственных функций даже в случае 

скалярных систем (не существует входного сигнала, сохраняющего свою 

форму при прохождении через систему с нулевыми начальными условия-

ми). Ядро интегрального оператора (3.1.2) зависит от разности t –  . 

Ганкелев оператор Г имеет симметричное ядро, зависящее от суммы 

t+, которое не меняется при перестановке аргументов. Отсюда вытекает, 

что при 1 sr  (односвязные системы или SISO-системы) ганкелев опе-

ратор, будучи симметричным, должен обладать вещественным спектром и 

набором ортогональных собственных функций fi (t). В [82] показано, что 

для односвязных систем число этих функций конечно, равно размерности 

системы n и совпадает с рангом ганкелева оператора. Аналитически они 

задаются формулами ,,1,)( nietf t
ii  BG A  где iG  – левые собственные 

векторы кросс-грамиана системы 
T

tt tee
0

co dAA BCW .  

Для многосвязных систем (MIMO-систем) при sr   ганкелев опера-

тор оказывается "прямоугольным", поэтому вместо собственных функций 

приходится говорить о его сингулярных функциях, т.е. собственных функ-

циях произведения Г*Г, где Г* – сопряженный ганкелев оператор (ганкелев 

оператор дуальной системы). Левые и правые сингулярные функции опре-

деляются формулами 

 

                    ,)(T BGR At
ii et          niet i

t
i ,1,)(  HCS A  .    (3.1.4)  

 

Пара векторных функций R1(t) и S1(t), отвечающая максимальному 

сингулярному числу, называется максимизирующей парой Шмидта.  

Функция R1(t) обладает способностью в наибольшей степени возбу-

ждать систему, обеспечивая получение выходного сигнала с максимальной 

энергией. При этом выходной сигнал оказывается пропорциональным S1(t).  
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3.2. Cодержание флип-метода в натурном эксперименте 

 

Как уже отмечалось, при решении ряда прикладных задач возникает 

необходимость в отыскании собственных и сингулярных функций ганке-

лева оператора. Можно выделить два подхода к их нахождению – аналити-

ческий и экспериментальный. Аналитические методы опираются на фор-

мулы, приведенные в предыдущем разделе. Однако для их применения не-

обходимо знать матрицы A, B, C  описания в пространстве состояний либо 

матричную импульсную характеристику объекта. Если же математическое 

описание исследуемого объекта неизвестно, то аналитические методы не-

посредственно неприменимы. В таких случаях следует использовать прак-

тический подход, предполагающий разработку инженерных методов опре-

деления ганкелевых собственных и сингулярных функций путем проведе-

ния некоторых вход-выходных экспериментов над объектом.  

Отметим, что с методической точки зрения здесь имеется полная 

аналогия с задачей определения импульсной весовой характеристики объ-

екта, для решения которой разработан ряд экспериментальных методов, 

таких как возбуждение объекта импульсным или ступенчатым сигналом с 

последующей обработкой реакции, возбуждение объекта белым шумом и 

вычисление взаимной корреляционной функции между выходом и входом, 

возбуждение объекта произвольным сигналом с последующим решением 

уравнения Винера–Хопфа и др. 

В решении поставленной задачи выделим три этапа: 

 разработку экспериментальной процедуры получения реакции y(t) 

ганкелева оператора Г на входное воздействие u(t); 

 разработку аналогичной процедуры для получения реакции сопря-

женного ганкелева оператора Г*; 

 разработку экспериментальной процедуры получения ганкелевых 

cингулярных функций. 
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Остановимся подробнее на каждом из этих этапов. 

1. Реализация ганкелева оператора. Первым шагом к решению по-

ставленной задачи должна быть разработка процедуры экспериментально-

го получения реакции ганкелева оператора Г на входное воздействие. Для 

этого воспользуемся идеей структурной реализации ганкелева оператора.  

 
 
 

 

 

 

 

 

Рис. 3.2.1. Структурная реализация ганкелева оператора. 

 

Ее суть поясняется рис. 3.2.1, на котором через Q(p) обозначена пе-

редаточная функция исследуемой линейной динамической системы, через 

"флип" (от англ. "flip" – переворот) – блок, осуществляющий реверсирова-

ние входного сигнала относительно оси ординат, т. е. переход к копии сиг-

нала в обратном времени, а БНО – блок нормировки и ортогонализации.  

Математическое обоснование структурной реализации опирается на 

представление ганкелева оператора в виде произведения операторов 

управления Lc и наблюдения Lo:  Г= Lo Lc. Это приводит к описанию ганке-

лева оператора формулами 

 

       


 d)()0(
0

T1

Bux Aτe ,   2T0),0()(  tet t xCy A  ,         (3.2.1) 

где T1 и T2 – длительности интервалов управления и наблюдения соответ-

ственно.  

u(t) u(-t) 
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Таким образом, для того, чтобы экспериментально наблюдать дейст-

вие ганкелева оператора на сигнал u(t), заданный на интервале (0, T1), надо 

развернуть его во времени, перейдя к сигналу u(–t), возбудить им систему 

на интервале (–T1, 0),  и зарегистрировать реакцию на интервале (0, T2). 

Далее указанную последовательность действий будем для краткости назы-

вать ганкелевым экспериментом.  

Заметим, что при T1  0, T2 ганкелев эксперимент превращается 

в эксперимент по определению импульсной весовой характеристики, а при  

T1  , T20 соответствует оператору управления состоянием Lc. В рабо-

те [19] показано, что ганкелев эксперимент может быть использован для 

определения ганкелевых функций односвязной системы. Это достигается с 

помощью его многократного повторения, при котором нормированный 

выходной сигнал предыдущего опыта используется в качестве входного 

сигнала для следующего.  

Такой итерационный процесс будет сходиться к главной собственной 

функции ганкелева оператора f1(t), отвечающей максимальному по модулю 

собственному числу. Структурная реализация такой итерационной проце-

дуры иллюстрируется рис. 3.2.1, где БНО обеспечивает отстройку от уже 

найденных собственных функций. После определения f1(t) все последую-

щие собственные функции могут быть найдены с помощью этой схемы. 

Аналогичная схема для нахождения ганкелевых сингулярных функций 

системы с несколькими входами и выходами приведена на рис. 3.2.2.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.2.2. Cхема для нахождения ганкелевых сингулярных функций. 
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Схема иллюстрирует итерационную процедуру нахождения правых и 

левых сингулярных функций ганкелева оператора, т. е. функций Ri(t) и 

Si(t), удовлетворяющих уравнению (3.1.4) . Через QT(p) на ней обозначена 

передаточная функция дуальной системы, а через Г* – сопряженный ганке-

лев оператор. К сожалению, эта схема не может быть непосредственно 

применена для экспериментального определения ганкелевых сингулярных 

функций из-за наличия в ней сопряженного оператора Г*.  

2. Реализация сопряженного ганкелева оператора. Чтобы выяснить 

структуру сопряженного оператора, воспользуемся классической форму-

лой для его определения (Г u, v)=(u, Г*v), которая в нашем случае может 

быть записана в виде 

                       ttГttttГ
T

*
T

d)()(d)())((
12

0

T

0

T   vuvu .   (3.2.2) 

 

Подставляя в левую часть вместо Гu выражение (3.2.1), получаем 

 

     dd)()(d)(]d)([
1 2

TT
2 1

0

T

0

TT

0

T

0

T T
t

T T
t tteettee vCBuvBuC AAAA . 

 

Из сравнения этого выражения с правой частью формулы (3.2.2) вы-

текает, что сопряженный ганкелев оператор Г* системы (3.1.1) совпадает с 

ганкелевым оператором дуальной системы 

 

                    ,ζBzvCζAζ )()(  ),()()( TTT ttttt           (3.2.3) 

 

у которой интервалы управления и наблюдения соответственно равны 

  0) ,Т( 2 и (0, T1), т.е. поменялись местами по сравнению с исходной сис-

темой.  



 

69 
 

  Передаточная функция системы (3.2.3) равна транспонированной пе-

редаточной функции QT(p) исходной системы (3.1.1). Это приводит к изо-

браженной на рис. 4.2.2 структурной реализации сопряженного ганкелева 

оператора Г*. Для того чтобы эту схему можно было применить на практи-

ке, нужно найти способ моделирования дуальной системы с помощью ис-

ходной системы (ее математическое описание по-прежнему считается не-

известным). Он должен позволять, производя некоторые эксперименты с 

исходной системой, находить реакцию дуальной системы на заданные 

входные сигналы.  

  Покажем, что это возможно, и приведем описание такого способа. 

Сопоставим исходной системе (3.1.1) матричную передаточную функцию 

Q(p) размера rs  с элементами Qij(p). Тогда дуальной системе будет соот-

ветствовать транспонированная матричная передаточная функция QT(p) 

размером sr   с элементами Qji(p). Передаточная функция от i-го входа до 

j-го выхода исходной системы будет равна передаточной функции от j-го 

входа до i-го выхода дуальной системы.  

  Путь моделирования дуальной системы таков:  пусть требуется по-

лучить реакцию z(t)=[z1(t), ... , zr(t)]T  дуальной системы на входной сигнал 

v(t)=[v1(t), ... , vs(t)]T:   z(t)=QT(p) v(t) или в более подробной записи  

 

                       ),()(...)()()( 2211 tvtQtvQtvQtz ssiiii       ni ,1 .         (3.2.4) 

 

Подав сигнал v1(t)первую компоненту вектора v(t)) на i-й вход ис-

ходной системы, получим на ее первом выходе сигнал )(11 tvQ i , подав сиг-

нал v2(t)на тот же вход, получим на втором выходе сигнал )(22 tvQ i  и т.д. 

Сумма этих сигналов даст нам zi(t). Cигнал возможно вычислить, но не из-

мерить непосредственно на выходе объекта. Выполнив аналогичную про-

цедуру для каждого ni ,1 , найдем все компоненты искомого вектора z(t).  
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Назовем эту последовательность действий дуальным экспериментом. 

Его структурная реализация, содержащая переключатели П1, П2, П3, П4 и 

накапливающий сумматор, показана на рис. 3.2.3.  

 

 
 

Рис. 3.2.3. Cтруктурная реализация дуального эксперимента. 

 

Переключатели П1, П3 и П2, П4  движутся синхронно. В исходном по-

ложении П2, П4 находятся в верхнем положении, П1, П3 пробегают все по-

ложения, полученные результаты суммируются, в результате чего опреде-

ляется величина z1(t).  

Переключатели П2, П4 переводятся во второе положение, вся проце-

дура повторяется, в результате чего определяется величина z2(t) и т.д.  

Дуальный эксперимент позволяет, проведя конечное число N=rs 

экспериментов с исходной системой, найти реакцию дуальной системы на 

любое наперед заданное входное воздействие. 

3. Получение ганкелевых сингулярных функций. Воспользуемся 

описанным способом для того, чтобы определить выходные сигналы блока 

QT(p) в схеме, изображенной на рис. 4.2.2. Это дает возможность осущест-

вить ее экспериментальную реализацию, имея в распоряжении единичный 

экземпляр исследуемой системы, с которым сначала проводится ганкелев, 

а затем дуальный эксперимент.  
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Пропуская получаемый выходной сигнал через блок нормализации 

БНО и повторяя те же эксперименты, приходим к итерационной процеду-

ре, которая сходится к максимизирующей паре Шмидта R1(t), S1(t). 

Более подробное описание этой процедуры сводится к следующему. 

Шаг 1 (инициализация). Задать длительности интервалов управления 

и наблюдения T1, T2; указать число входов r и выходов s объекта; устано-

вить начальную векторную функцию u(t) = [u1(t),…, ur(t)]T, 0<t<T1. 

Шаг 2 (ганкелев эксперимент). Определить векторную функцию v(t),  

0<t<T2, путем возбуждения реального объекта на интервале (–T1, 0) функ-

цией u(t), развернутой во времени, и регистрации его выходов на интерва-

ле (0, T2). 

Шаг 3 (дуальный эксперимент). Определить векторную функцию 

z(t), 0<t<T1, путем поочередной подачи компонент векторной функции v(t), 

развернутой во времени, на каждый из входов реального объекта и сумми-

рованием его реакций, полученных на интервале (0, T1), согласно формуле 

(3.2.4). 

Шаг 4 (нормировка и переход к следующей итерации). Присвоить 

новое значение функции u(t)= )(/)( tt zz  и перейти к шагу 2. 

Условием окончания итерационной процедуры  может служить бли-

зость векторных функций u(t), полученных на соседних итерациях. 

Финальные значения векторных функций u(t), v(t) служат оценками  

(с заданной степенью точности) главных сингулярных функций ганкелева 

оператора R1(t), S1(t) (максимизирующей пары Шмидта), а норма  

)(tv  – оценкой главного сингулярного числа объекта. 

При отыскании остальных ганкелевых сингулярных чисел и функций 

алгоритм следует дополнить процедурой ортогонализации Грама–Шмидта 

для отстройки от уже найденных сингулярных функций. С целью улучше-

ния сходимости алгоритма в случае близких сингулярных чисел могут ис-

пользоваться различные его модификации.  
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Для односвязных систем алгоритм упрощается, поскольку шаги 2 и 3 

будут отличаться только длительностями вход-выходных интервалов. 

При отсутствии равных по модулю сингулярных чисел флип-метод 

позволяет найти полный набор левых и правых сингулярных функций ган-

келева оператора для любых (устойчивых и неустойчивых) линейных сис-

тем при любых конечных длительностях интервалов T1, T2.  

При наличии кратных или равных по модулю сингулярных чисел со-

ответствующие им ганкелевы сингулярные функции определяются с точ-

ностью до их линейных комбинаций и могут далее уточняться путем спе-

циальных экспериментов.  

Метод предполагает структурную реализацию ганкелева оператора в 

виде последовательного соединения флип-оператора и исследуемой систе-

мы (рис. 3.2.1) и структурную реализацию сопряженного ганкелева опера-

тора в виде последовательного соединения флип-оператора и дуальной 

системы (рис. 3.2.2), получение реакции дуальной системы на заданный 

входной сигнал путем экспериментов с исходной системой (рис. 3.2.3). 

Определенным недостатком описанного способа является большое коли-

чество экспериментов, которое требуется провести с объектом для опреде-

ления ганкелевых сингулярных функций. Например, для объекта четверто-

го порядка с двумя входами и тремя выходами на каждой итерации требу-

ется выполнить семь экспериментов, т.е. при среднем числе итераций 5–10 

для определения четырех ганкелевых функций понадобится 140–280 экс-

периментов. В силу отмеченных причин применение описанного подхода 

ограничивается приложениями, где длительность экспериментов сравни-

тельно невелика и имеется возможность их автоматизации. 

В то же время возможность структурной реализации ганкелева опе-

ратора и сопряженного ганкелева оператора имеет ценность сама по себе и 

не сводится к использованию в описанной итерационной процедуре.  
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3.3. Распространение флип-метода на другие операторы 

 

Оператор свертки на конечном интервале времени (0, T) не имеет 

собственных функций. В то же время, у него существуют сингулярные 

функции, которые определяются как собственные функции произведения 

S*S, где S* – оператор, сопряженный по отношению к оператору свертки. 

Он представляет собой оператор свертки сопряженной системы 
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       (3.3.1) 

 

где )(  ),( tztv  – входной и выходной скалярные сигналы, начальное условие 

зависит от вида входного сигнала v(t) и определяется формулой 

ttve t )d()0( T
T

0

T
Cζ A , конечное значение 0)T( ζ . Интегральное описание  

          )()( * tvStz  =  
t

ττvτtqz
0

*
0 ,d)()(      (3.3.2) 

 

где q*(t) = T)(TT T
e CB A t  – импульсная весовая функция сопряженной систе-

мы. Начальное значение  0z  рассчитывается из условия 0)T( z  и равно  


T

0
0 d)()( ttvtqz . Для скалярных систем справедливо q*(t)=q(Т– t). Пере-

ходя в уравнениях (3.3.1) к обратному времени =T–t, получаем: 
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      (3.3.3) 

 

Описанию соответствует передаточная функция QT(p)=[C(pE–A)–1B]T.  
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Из сопоставления систем (3.3.1) и (3.3.3) видно, что оператор S* сов-

падает с оператором свертки дуальной системы (3.3.3), рассматриваемой в 

обратном времени. Отсюда следует, что для получения реакции сопряжен-

ного оператора на входной сигнал v(t) нужно подать этот сигнал, развернув 

его во времени, на вход дуальной системы, и результат вновь развернуть 

во времени.  

Соответствующая структурная реализация поясняется рис. 3.3.1.  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.3.1. Структурная реализация сопряженного оператора. 
 

 

Через "флип" на этом рисунке обозначен блок, выполняющий ревер-

сирование (разворот) сигнала во времени относительно середины интерва-

ла (0, T), т.е. переход от сигнала v (t) к сигналу v(T–t).  В конечном итоге, 

для реализации сопряженной системы S* может быть практически без из-

менений использован структурный подход, особенности которого, связан-

ные с моделированием дуальной системы, изложены в предыдущем разде-

ле. Для односвязных систем последовательное соединение S и S*  в кольце 

можно заменить, как видно из структурной реализации сопряженного опе-

ратора, двойным циклом S с реверсом (флипом).  
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Эксперимент по нахождению главной сингулярной функции опера-

тора свертки упрощается настолько, что заслуживает отдельного описания.  

Шаг 1 (инициализация). Задать длительность интервала управления 

и наблюдения T; установить начальную скалярную функцию u(t), 0<t<T, в 

качестве первого приближения можно использовать развернутые во вре-

мени импульсную весовую или переходную функции. 

Шаг 2 (эксперимент свертки). Определить скалярную функцию y(t), 

0<t<T, путем возбуждения реального объекта функцией u(t) и регистрации 

его выхода на заданном интервале. 

Шаг 3 (флип). Реверсировать (развернуть) выходной сигнал во вре-

мени относительно  середины   интервала (0, T),  т. е.   перейти  от  сигнала  

y(t)  к   сигналу z(t) = y(T–t). 

Шаг 4 (нормировка и переход к следующей итерации). Присвоить 

новое значение функции u(t) = )(/)( tztz  и перейти к шагу 2. 

Условием окончания итерационной процедуры, ведущей к установ-

лению главной сингулярной функции оператора свертки, может служить 

близость оценок u(t), полученных на соседних итерациях.  

Отметим, что искомая главная сингулярная функция представляет 

собой решение нетривиальной вариационной задачи по отысканию вход-

ного воздействия единичной энергии, заданного на интервале (0, T), при-

водящего к получению выходного сигнала максимальной энергии на том 

же интервале. Очевидно, что при  T  решением этой задачи будет гар-

монический сигнал, частота которого соответствует максимуму АЧХ сис-

темы, однако на конечном интервале форма оптимального сигнала может 

оказываться  достаточно сложной.  

Возможности аналитических методов решения указанной оптимиза-

ционной задачи весьма ограничены, поэтому предложенная процедура 

может рассматриваться как эффективный численный метод ее решения. 
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Для получения второй и последующих сингулярных функций опера-

тора свертки алгоритм, как и ранее, следует дополнить этапом ортогонали-

зации Грама–Шмидта для отстройки от уже найденных сингулярных 

функций. Это позволяет найти любое требуемое число этих функций. 

Алгоритм отыскания главной сингулярной функции оператора 

свертки многомерных систем отличается использованием структурной 

реализации дуального объекта и выглядит следующим образом. 

Шаг 1 (инициализация). Задать длительность интервала управления 

и наблюдения T; указать число входов r и выходов s объекта; установить 

начальную векторную функцию u(t), 0<t<T, в качестве первого приближе-

ния можно использовать ступенчатые функции. 

Шаг 2 (эксперимент свертки). Определить векторную функцию y(t),  

0<t<T, путем возбуждения реального объекта векторной функцией u(t) и 

регистрации его выхода на заданном интервале. 

Шаг 3 (дуальный эксперимент свертки). Определить векторную 

функцию z(t), 0<t<T, путем поочередной подачи компонент векторной 

функции y(t), развернутой во времени, на каждый из входов реального 

объекта и суммированием его реакций согласно формуле (3.4); в заверше-

ние суммарный сигнал развернуть во времени относительно середины за-

данного интервала (флип). 

Шаг 4 (нормировка и переход к следующей итерации). Присвоить 

новое значение функции u(t) = )(/)( tt zz  и перейти к шагу 2. 

Условием окончания итерационной процедуры установления глав-

ной сингулярной функции оператора свертки многосвязной системы мо-

жет служить близость оценок – векторных функций u(t), полученных на 

соседних итерациях. Норма )(tz  служит оценкой квадрата главного син-

гулярного числа. 
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Рассмотрим симметричную часть S+ оператора свертки. Она опреде-

ляется формулой S+ =(S+S*)/2, которая имеет смысл только для систем с 

равным числом входов и выходов (так называемых square systems). 

Матричное описание оператора S+ получаем,  рассматривая парал-

лельное соединение систем (3.1.1) и (3.3.1) 
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Отметим, что это – оператор с ненулевыми краевыми условиями 

)T(),0( xζ . Его интегральное описание получается суммированием формул 

(3.1.2), (3.3.2) и имеет вид 

 

   ,T0,d)()()()(
0

0   

t

tttSt uqyuy  

 

где q+(t)=0,5(q(t)+q(T–t)) – симметричная часть импульсной характеристи-

ки системы. Она получается путем сложения импульсной характеристики 

со своим зеркальным отражением относительно середины временного ин-

тервала (0, T). Начальное значение y0 определяется формулой 


T

0
0 d)()(5,0 ttt uqy . 

Поскольку оператор S+ симметричен, его спектр вещественный, а 

собственные функции ортогональны и совпадают с сингулярными функ-

циями. Оператор S+ возникает, в частности, при исследовании оптимиза-

ционной задачи для односвязных систем по нахождению входного сигнала 

u(t) единичной энергии, максимизирующего скалярное произведение (u, y) 

входного и выходного сигналов на заданном интервале времени.  
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Попытка аналитического решения приводит к двухточечной гранич-

ной задаче, что, во-первых, сопряжено с известными трудностями, и во-

вторых, требует знания математического описания объекта. Использование 

флип-метода позволяет найти указанные функции путем итерационных 

экспериментов, выполняемых с реальным объектом.  

Заметим, что такой подход может оказаться удобным и при извест-

ном математическом описании, поскольку позволяет избежать процедуры 

решения двухточечной граничной задачи. Исходная схема итерационного 

эксперимента для нахождения собственных функций оператора S+  пред-

ставлена на рис. 3.3.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 3.3.2. Эксперимент для нахождения собственных функций 
 

На этом рисунке, как и ранее, БНО – блок нормализации и (если не-

обходимо) ортогонализации, флип – блок, обеспечивающий получение пе-

ревернутой относительно середины временного интервала копии входного 

сигнала. Для односвязных и симметричных систем реакции исходного и 

дуального объектов не отличаются между собой (они "самодуальны"). Для 

них в ряде важных случаев главная собственная функция обладает сим-

метрией и разворот (флип) относительно середины интервала не меняет ее 

вида. Учет данного обстоятельства позволяет упростить схему итерацион-

ного эксперимента, устранив одну из параллельных ветвей на рис. 3.3.2.  
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Схема приводит к следующему итерационному алгоритму определе-

ния собственных функций  оператора S+. 

Шаг 1 (инициализация). Задать длительность интервала управления 

и наблюдения T; указать число входов и выходов r = s объекта; установить 

начальную векторную функцию u(t), 0<t <T, в качестве первого приближе-

ния можно использовать ступенчатые функции. 

Шаг 2 (эксперимент свертки). Определить векторную функцию y(t), 

0<t<T, путем возбуждения реального объекта векторной функцией u(t) и 

регистрацией его реакции на заданном интервале. 

Шаг 3 (симметрирование). Определить векторную функцию z(t),  

0<t<T, путем сложения реакции y(t) и ее зеркального отражения относи-

тельно середины интервала y(T– t). 

Шаг 4 (нормировка и переход к следующей итерации). Присвоить 

новое значение функции u(t) = )(/)( tt zz  и перейти к шагу 2. 

Условием окончания итерационной процедуры установления глав-

ной собственной функции оператора S+ многосвязной системы может слу-

жить близость векторных функций u(t), полученных на соседних итераци-

ях. Норма )(tz  служит оценкой главного собственного числа. 

Таким образом, в данном случае использование флип-метода позво-

ляет экспериментально отыскивать собственные функции симметричной 

части оператора свертки.  

Аналогичным образом флип-метод может быть применен для нахо-

ждения сингулярных функций операторов управляемости, наблюдаемости 

и других операторов, связанных с линейными системами.  

Более того, нет видимых препятствий для применения его к нели-

нейным системам, для которых также могут быть организованы итераци-

онные  флип-процедуры. 
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3.4. Примеры применения флип-метода 

 

Пример 1. Найдем сингулярные функции ганкелева оператора, опе-

ратора свертки и симметричной части оператора свертки для четырех эле-

ментарных звеньев – интегратора, устойчивого апериодического звена, не-

устойчивого апериодического звена и колебательного звена с передаточ-

ными функциями 
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В результате применения флип-метода для определения указанных 

cингулярных функций, при Т=2 получены графики, приведенные на рис. 

4.4.1.  

 
                 а)                                          б)                                       в) 

 

Рис. 3.4.1. Cингулярные функции для четырех элементарных звеньев:  

а – ганкелева оператора,  б – оператора свертки,  в  – оператора S+. 
 

Отметим некоторые особенности. Ганкелевы сингулярные функции 

(рис. 3.4.1, a) во всех случаях характеризуют свободное движение системы, 

отвечающее некоторым специальным начальным условиям.  
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Сингулярные функции оператора свертки (рис. 3.4.1, б) имеют вид 

видеоимпульсов для апериодических систем или радиоимпульсов (видео-

импульсов с высокочастотным заполнением) для колебательных систем. 

Огибающая импульса для неустойчивых систем, как правило, оказывается 

вогнутой, а для устойчивых – выпуклой. Следует отметить симметрич-

ность или кососимметричность этих графиков относительно середины 

временного интервала.  

Все приведенные сингулярные функции обладают теми или иными 

экстремальными свойствами. В частности, если функции рис. 3.4.1, а ис-

пользовать в качестве входных сигналов ганкелева оператора звеньев 

(3.4.1), развернув их во времени и отнормировав, то графики выходных 

сигналов ганкелева эксперимента будут иметь ту же форму и обладать 

максимальной энергией (она будет равна квадрату ганкелевой нормы сис-

темы). Аналогично, если отнормированные кривые рис. 3.4.1, б использо-

вать в качестве входных сигналов оператора свертки звеньев (3.4.1), то вы-

ходные сигналы будут иметь максимальную энергию (она будет равна 

квадрату второй нормы оператора свертки).  

Форма каждого из выходных сигналов будет совпадать с формой со-

ответствующего входного сигнала, развернутого во времени. 

Наконец, если в качестве входного сигнала оператора свертки звень-

ев (3.4.1) использовать функции рис. 3.4.1, в, то выходные сигналы звеньев 

будут в наибольшей степени коррелированны с входными сигналами в 

смысле максимума скалярного произведения функций u(t), y(t), рассматри-

ваемых на заданном временном интервале. 

Подобные экстремальные свойства будут иметь место и для звеньев 

с другими передаточными функциями. 



 

82 
 

Пример 2. Рассмотрим ганкелев эксперимент с двухзвенным маят-

ником, изображенным на рис. 3.4.2.  
 

 
   Рис 3.4.2. Двухзвенный маятник. Рис 3.4.3. Итерационный процесс. 

 

Эта система в линейном приближении описывается уравнениями 

вида  (3.1.1) с матрицами 
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где g = 9,8 м/c2 – ускорение свободного падения,  21 mm 0,5 кг – массы 

маятников, l = 0,5 м – длина каждого из звеньев, k =3 – коэффициент, ха-

рактеризующий трение. Управление прикладывается к верхнему маятнику, 

выходными переменными y1,  y2 служат отклонения маятников. При подаче 

ступенчатого воздействия система отвечает колебаниями, графики кото-

рых регистрируются и подаются на входы сопряженного объекта: дуальная 

система, в отличие от исходной,  имеет два входа и один выход.  
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Реакция системы находится путем двух экспериментов с подачей па-

ры  управляющих воздействий поочередно на вход исходной системы, 

суммарная реакция подсчитывается сложением колебаний двух маятников, 

причем первое слагаемое формируется как колебание верхнего маятника в 

первом эксперименте, а второе – как колебание нижнего маятника во вто-

ром эксперименте. Итерационный процесс определения главной сингуляр-

ной функция оператора свертки, находимой флип-методом, иллюстрирует-

ся рис. 3.4.3. Процесс сходится уже на пятой итерации.  

Ганкелев эксперимент иллюстрируется рисунками 3.4.4, 3.4.5. На 

рис. 3.4.4 показан итерационный процесс определения главной сингуляр-

ной функции (сходится к нижней кривой). Рис. 3.4.5 показывает реакцию 

системы на итоговый входной сигнал.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          Рис 3.4.4. Определение                      Рис 3.4.5. Реакция системы  

              главной сингулярной функции.        

 

Для обоих рассмотренных случаев реакция системы на входное воз-

действие экстремальна в смысле достижения наибольшей совокупной 

энергии выходных сигналов, графики между тем существенно различают-

ся, поскольку ганкелев эксперимент, в отличие от эксперимента с операто-

ром свертки, обеспечивает наиболее энергичное раскачивание маятников 

после завершения подачи входного воздействия. Амплитуда раскачиваю-

щего воздействия возрастает к концу интервала управления.  
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Пример 3. Флип-метод может применяться как для конечномерных, 

так и для бесконечномерных систем. Проиллюстрируем это на примере 

определения сингулярных функций оператора свертки и его симметричной 

части для участка газопровода (см. рис. 3.4.6), где в качестве входной и 

выходной переменных выступают давление газа на левом и правом концах 

участка, т.е. при х = 0  и  х = L.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис 3.4.6. Схема участка газопровода 
 

Теоретически эта система с распределенными параметрами может 

быть описана уравнением теплопроводности вида 

u
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ya
t
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2

2
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однако для применения флип-метода это описание, вообще говоря,  не тре-

буется. На рис. 3.4.7 приведены графики импульсной и переходной функ-

ций участка газопровода для a = 1,  L = 12. 
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Рис. 3.4.7. Импульсная и переходная характеристики. 
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Графики сингулярных функций оператора свертки, полученные в ре-

зультате экспериментов для интервалов времени 20 и 60 с, представлены 

на рис. 3.4.8.  

0 10 20
0

0,1

0,2

0,3

0,4

u

t
0 30 60

0

0,04

0,08

0,12

0,16

t

u

 
 

Рис. 3.4.8. Сингулярные функции оператора свертки. 

 
Пунктирными линиями выделена реакция системы на эти функции. 

На рис. 3.4.9 показаны собственные функции оператора S+ и реакция сис-

темы на входные воздействия в виде этих функций.  
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Рис. 3.4.9. Собственные функции оператора S+ и реакция системы. 
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3.5. Идентификация на основе сингулярных функций 

 

Рассмотрим односвязную линейную динамическую систему размер-

ности n. Ее можно описать в пространстве состояний  

 

),()(
),()()(

tty
tutt

Cx
BAxx




     (3.5.1) 

 

где )(tx  nR  – вектор состояния;  u(t) и y(t) – входной и выходной скаляр-

ные сигналы,  А, В, С  – постоянные матрицы соответствующих размерно-

стей,  начальное состояние x(0)=0,  0  t  T.  

Матрица A сбалансированного канонического представления этой 

системынаделена зеркальной симметрией относительно ее главной диаго-

нали. Компоненты вектора состояния системы в этой форме и есть сингу-

лярные функции при подаче на ее вход дельта–импульса.  

Коэффициенты матрицы системы A обратно пропорциональны раз-

ностям собственных значений ганкелева оператора (флип-метод позволяет 

найти именно их) так, что aij = 
ji

iibc
λλ 

. Можно показать, что начальные 

значения ганкелевых сингулярных функций "высекают" значения вход-

выходных коэффициентов сi = fi(t0). Элементы вектора входа B равны им, 

но строго положительны.  

Столь простые соотношения устанавливаются при условии нормиро-

вания функций так, чтобы знаки собственных чисел и коэффициентов век-

тора входа C совпадали, кроме того, нужно уравновесить квадраты норм 

сингулярных функций, сделав их равными сингулярным числам системы. 

Вместе с тем, импульсную весовую функцию можно найти как ли-

нейную комбинацию сингулярных функций ганкелева оператора  

q(t) = b1 f1(t)+…+ bn fn(t).  
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По сравнению с частотным методом рассмотренное направление вы-

игрывает меньшим количеством вход-выходных экспериментов и более 

интересным типом оценок. Таким образом, сингулярные функции приме-

нимы для решения задач как параметрической, так и сигнальной иденти-

фикации. Остановимся на этом подробнее. 

Как отмечалось, с объектом можно связать большое количество ли-

нейных операторов, описываемых уравнением y=Qu  , где Q – матрица 

дискретного представления динамики, массивы 

 

u = T
N10 )]( ,),(),( [ tututu   и  y = T

N10 )]( , ),(),( [ tytyty   

 

содержат выборки входного и выходного сигналов, взятые с шагом h; t0 =0,  

tN=T, h=T/N. Каждый из линейных операторов взаимно однозначно описы-

вает динамический объект и связан с прочими моделями. Например, для 

оператора свертки S ненулевые элементы матрицы Q пропорциональны 

отсчетам импульсной весовой функции q(t) 

 

                                           Q = 
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Теплицева матрица Q симметрична относительно побочной диагона-

ли. После разбиения матрицы на блоки Q =[ Q11 Q12; Q21 Q22] и зеркального 

отражения ненулевых элементов Q21 относительно центральной верти-

кальной оси, получим симметричную матрицу ганкелева оператора (при 

разнесенных интервалах) Г=flip(Q 21).  

Ниже нас будет интересовать, в первую очередь, идентификация на 

основе функциональных инвариантов оператора свертки. 
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Для нужд идентификации компоненты произведения Qu подверга-

ются перестановке, так что 

 

Uq = y ,  U = h
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 ,      (3.5.2) 

 

где  q – вектор отсчетов импульсной весовой характеристики. 

В основе корреляционного и некоторых других подходов лежит, как 

известно, метод наименьших квадратов (МНК), согласно которому вместо 

исходной системы используется система нормальных уравнений 

UTUq=UTy . Интегральная форма записи этого уравнения называется урав-

нением Винера-Хопфа. Его используют в теоретических изысканиях, на 

практике распространенна матричная модель, более близкая к непосредст-

венному применению численных методов линейной алгебры.  

В отличие от U матрица МНК UTU симметрична, однако теряет тре-

угольную теплицеву структуру, что усложняет алгоритмы численного ре-

шения, если не использовать специальный входной сигнал. Таковым явля-

ется нормированный белый шум, для которого матрица системы нормаль-

ных уравнений упрощается до единичной UTU=E.  

Если указанное условие соблюдается, то оцениваемые отсчеты им-

пульсной весовой характеристики равны отсчетам взаимной корреляцион-

ной функции ruy = UTy входного и выходного сигналов, что и записывается 

в форме решения q = ruy, поясняющего суть корреляционного подхода. Он 

является, как видно, весьма частным случаем, целиком основанным на 

свойствах входного сигнала. Простота, с которой получается искомый ре-

зультат, обеспечила ему популярность. 
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Недостатки такого алгоритма идентификации  являются прямым 

продолжением его достоинств. В самом обосновании корреляционного 

подхода усматривается неразрешимое противоречие, поскольку требова-

ние UTU=E означает, что отличная от диагональной матрица U должна 

быть одновременно треугольной и унитарной. Противоречие снимается 

только тогда, когда в качестве входного сигнала избирается не белый шум, 

а дельта-импульс (когда U=E), оба сигнала представляют собой абстрак-

ции, реализуемые на практике своими приближениями. Как следствие, 

требуемое условие на входе никогда не выполняется. 

Обозначим через S и Г оператор свертки и ганкелев оператор систе-

мы. Их действие на интервале (0, T) задается формулами 

 

                  
t

ττuτtqtuSty
0

,d)()()()(  
T

0

.d)()()()( ττvτtqtvГty  

 

Здесь и далее наряду с указанным описанием будет рассматриваться 

общий вид ганкелева оператора, осуществляющего отображение 

 )T (0, 0) ,Т(: 2212
yv LLΓ  .  

Содержание флип-метода применительно к оператору свертки со-

стоит в следующем. В общем, не существует входного сигнала, сохраняю-

щего свою форму при прохождении через систему с нулевыми начальными 

условиями. Ситуация изменяется, если рассматривать входной сигнал пе-

ревернутым во времени. Энергетические характеристики сигнала инвари-

антны к такому преобразованию входа. Так что сингулярные функции опе-

ратора свертки тождественны собственным функциям оператора, получае-

мого выделением его мультипликативной симметричной части.  
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Матрица S мультипликативной симметричной части связана с мат-

рицей T оператора свертки произведением T=SP, где P – перестановочная 

матрица, осуществляющая расстановку столбцов S в обратном порядке, по 

отношению к T. 

Иными словами, матрица S имеет вид 

 

S = 
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Таким образом, выборка f, содержащие значения сингулярной функ-

ции оператора свертки, удовлетворяет уравнению S f = λ f , где λ – собст-

венное число S, модуль λ – сингулярное число σ  матрицы T. 

Значения  f  можно найти итерационно используя флип-метод, т.е. 

подавая нормированный и  развернутый во времени выходной сигнал сис-

темы на ее вход. Как правило, после нескольких итераций, процесс схо-

дится к главному сингулярной функции. Полученная функция может быть 

использована для идентификации.  

Это обстоятельство следует из рассмотрения системы уравнений, 

применительно к нашему случаю имеющей вид 

 

Fq = λ f ,   F = h
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 .  (3.5.3) 

 

Из уравнения видно, что крайние значения сингулярной функции 

связаны между собой так hf(tN)q(t0) = λf(t0).  
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Если зажать начальные значения сингулярных функций некоторым 

общим условием нормировки, то хвостовые их части "высекают" спектр 

(т.е. пропорциональны сингулярным числам). Флип-метод формирует 

главную сингулярную функцию, отвечающую максимальному сингуляр-

ному числу оператора свертки. Уравнение (3.5.3) позволяет однозначно 

найти q = λ F–1f. 

Заметим, что по условиям задачи матрица F треугольная, что делает 

ее особенно удобной для применения численных методов линейной алгеб-

ры. 

Рекуррентный алгоритм поиска отсчетов q(t) импульсной весовой 

характеристики по отсчетам f(t) сингулярной функции оператора свертки 

выглядит так 

q(t0) = 
)(
)( λ 0

Ntfh
tf

,  q(ti) = )(
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.  (3.5.4) 

 

Нормируем f(tN)=1, тогда формулы упрощаются 

 

q(t0) = )( λ
0tf
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 .           (3.5.5) 

 

В процессе рекурсий ошибки алгоритма накапливаются к хвосту им-

пульсной весовой характеристики, что можно использовать для контроля 

устойчивости вычислений. 

Плохо обусловленные задачи – не новость в специальной литературе, 

но каковы бы ни были методы регуляризации, всегда имеется предел пло-

хой обусловленности, при котором в численном решении уравнений нель-

зя получить ни одного верного знака. Именно этот уникальный случай, 

рассматриваемый, нередко, как досадное недоразумение, которого стара-

ются избежать, привлекает теперь наше внимание.  
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Вместо "решения" нерешаемых уравнений P θ = R их следует разде-

лить на информативную первую и малоинформативную вторую части  

 

  P θ = R, P = 








2

1

P
P

, R = 








2

1

R
R

.    (3.5.6) 

 

Здесь и далее используем обозначения матриц и вектора решения, типич-

ные для задач метода наименьших квадратов (МНК), P  – симметрична. 

Обобщенное взвешенное псевдорешение уравнения МНК 

 

θ  = θ0 + W (P1W)+ (R1 – P1θ0), 

 

дает решение, минимизирующее || W–1( θ – θ0) ||, т.е. наиболее близкое к 

вектору притяжения θ0, содержащему априорную оценку искомых пара-

метров. Попытка найти псевдорешение непосредственно по указанной 

формуле приводит к необходимости псевдообращать произведение P1W, 

что плохо по двум причинам. 

Во-первых, умножение на W нарушает симметрию матрицы метода 

наименьших квадратов P и неоправданно сужает выбор численных 

средств. Во-вторых, умножение P1  на матрицу весов способно ухудшить и 

без того плохую обусловленность задачи: за качество взвешенных оценок 

приходится платить серьезным увеличением нагрузки на вычислитель. 

При хорошей организации вычислений матрица весов используется только 

там, где она действительно нужна, не отражаясь на расчете, если система 

уравнений хорошо обусловлена. В противном случае также не следует 

спешить с умножением P1 на W. Лучше обратить невырожденный блок 

матрицы P1  не после, а до умножения его на дисбалансирующий фрагмент 

весовой матрицы.  
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Рассмотрим предпосылки к построению численного алгоритма. На 

первом этапе цель вычислений может состоять в формировании наращи-

ваемого левым углом невырожденного квадратного блока O симметричной 

матрицы P, сопровождаемом перестановкой строк P, R (и столбцов P, ина-

че она потеряет симметрию). Перестановка исключает из рассмотрения 

плохо обусловленные уравнения, группируемые своими коэффициентами 

в нижней части матриц, так что  

 

P = 







...
   DO

,  R = 








2

1

R
R

. 

 

Наращиваемый блок нужно представить в виде произведения двух 

сомножителей O=LLT, где L – нижнетреугольная матрица. Если преобра-

зование доведено до конца, в том смысле, что блок O охватывает собой 

всю матрицу P, то алгоритм заканчивается стандартно решением двух сис-

тем с треугольными матрицами 

 

LX = R,   LT θ = X, 

 

что соответствует формуле θ = P–1R. 

Вычислительный метод должен учитывать случай, когда размер от-

носительно хорошо обусловленного блока O меньше размерности задачи. 

Тогда наступает черед псевдообращения произведения P1W, где согласно 

принятым обозначениям P1= ( O  D ), матрицу весов также сепарируем на 

блоки W=diag(W1,W2 ), так что 

 

P1W = (LLT    D) W =L ( LT W1  L–1D W2 ). 

 

произведение LT W1 – невырожденная верхнетреугольная матрица. 
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Предположим, что мы отыскали ортогональную матрицу H, напри-

мер, методом Хаусхолдера, такую, что умножение на нее аннулирует оста-

точный блок L–1D W2 , т. е. (P1 W H) H–1 = L (G  0) H–1, причем G – теперь 

уже невырожденная нижнетреугольная матрица.  

Псевдообращение произведения P1W = (P1WH)H–1  сведется к обыч-

ной инверсии и перестановкам невырожденных компонент L, G, H–1, та-

ким образом (P1W)+ = H (G–1  0) T L–1.  

Искомое решение предстанет в виде 

 

θ  = θ0 + Pw
+  (R1 – P1θ0) = θ0 + WH 







 

0
)( 011

11 θPRLG
. 

 

Приведенная выше схема – не более, чем план вычислений, который 

надо еще реализовать конкретными действиями. Первой фазой выбран ал-

горитм триангуляризации O=LLT. Метод Холецкого порождает семейство 

алгоритмов, объединенных общей идеей. В нашем случае итогом вычисле-

ний должна стать  не треугольная, а трапециевидная матрица разложения 

P,  несущая в себе помимо L информацию о L–1D,  где L–1 в явном виде не 

вычисляется. Для экономии в таких случаях матрицу P наращивают до-

полнительно вектором, подлежащим умножению на L–1. Обычно это R, но 

здесь еще и  Pθ0   или разность R – Pθ0. Распространенная модификация 

метода Холецкого формирует нижнетреугольную матрицу L на месте P, 

столбец за столбцом. Такой подход не позволяет планировать перестанов-

ки, столь важные при решении вырожденных задач. Поэтому далее будет 

рассмотрен иной вариант, который занят итерационным уточнением всей 

диагонали L. На каждом шаге рекурсии можно, очевидно, опереться на 

любую строку и столбец P.  



 

95 
 

Столь же итерационно, забегая вперед, можно рассчитывать доба-

вочный вектор в P, помещаемый обычно в нижнюю строку. Его элементы, 

образующие L–1R, дают прогноз падения невязки МНК на шаге алгоритма.  

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.5.1. Размещение результатов численного метода. 

 

Горизонтальные стрелки на рисунке 3.5.1., обозначающие заявлен-

ные прогностические действия вдоль диагонали, следует отразить верти-

кально вниз на дополнительную строку, и тогда общая схема вычислений 

будет полна. Каноническая схема алгоритма Холецкого, нацеленного на 

обработку убывающих по высоте столбцов, имеет вид 

 

Lk k = 





1

1

2
k

j
jkkk LP , Li k = )LP(

1

1






k

j
jkjiki L  / Lk k ,   

 

где k=2 .. n, старт  k=1  с L11 = 11P  и  L i 1 = P i 1 / L11 ,  i=k+1..n+1. 

 Рисунок 3.5.2 поясняет содержимое трех блоков трапециевидной 

структуры, которая имеет высоту матрицы P,  расширенной строкой RT. 

Наращиваемая вниз лента столбцов позволяет итерационно вычис-

лять квадраты положительных диагональных элементов, пусть на первом 

шаге Lii
2 = Pii  (совпадают с диагональю) и далее Lii

2=Lii
2 – Li k–1

2
  для всех 

i=k..n.  
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Забегающий вперед расчет синхронизован с коррекцией строки RT 

так, что элементы R i = (R i
 – R k–1 Li k–1)/Lii. Вычисленные впрок, они дают 

прогноз падения невязки МНК, помогающий выбрать и переставить в по-

зицию k ведущие строку и столбец P и элемент R.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 3.5.2. Содержимое блоков трапецевидной структуры. 

 

Для продолжения итераций нужно сбрасывать делители при всех не-

состоявшихся конкурентах элементов Lkk и Rk, т. е. Rj = Rj Ljj для j=k+1..n. 

Этой фазы можно избежать, более аккуратно обращаясь с памятью вычис-

лителя. Невязку метода наименьших квадратов с матрицами P=ZZT,  

R=yZT обозначим на шагах итерации как Δk=y–Zθ(k)2, начальное значение 

ее максимума рассчитывается как Δ0 = y2, его следует вынести как до-

полнительный элемент расширенной диагонали и уменьшать итерационно 

на выбранную величину Δk = Δk–1 – Rk
2 . 

Заключительная фаза метода. Если процесс триангуляризации за-

вершился вычислением разложением P=LLT, по месту хранения участ-

вующего в итерациях вектора R оказывается произведение L–1R, так что 

совсем несложно будет решить систему LTθ = L–1R  и получить ответ не-

вырожденной задачи. Если по той или иной причине триангуляризация ос-

танавливается, в блоках итоговой трапециевидной матрицы T=(LT  L–1D) 

выдается обширная информация для последующего анализа.  

L 

(L–1B)T 

(L–1R)T      прогноз Δk = y–Zθ(k) 2 
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Смысл последующих численных операций состоит в том, чтобы уп-

ростить ортогональными преобразованиями с матрицей H взвешенную при 

помощи W трапецию TW=(LTW1  L–1DW2), так что  TWH = (G  0), где от 

нуля отличен только нижний треугольник G.  

Матрица ортогональных преобразований Хаусхолдера, аннулирую-

щая правый блок, имеет вид 

 

H = (E– 2
1

T
1

T
11

UU
UU ) (E– 2

2
T
2

T
22

UU
UU )   (E– 2

kk

kk

UU
U

T

TU ), 

 

где Ui – опорные векторы преобразований Хаусхолдера, алгоритм состав-

ления которых подробно описан в [76 , с. 58]. 

Реализация триангуляризации матрицы не ограничена указанными 

преобразованиями, можно привлекать также преобразования Гивенса и 

другие модифицированные алгоритмы.  

Расчет завершается по формуле 

 

θ  = θ0 + Pw
+  (R1 – P1θ0) = θ0 + WH 







 

0
θPRG )(L 011

11

. 

 

Учитывая, что (P1W)+=(LTW)+=(TW)+L–1, итоги можно подвести 

иначе, по формуле 

 

θ  = θ0 + Pw
+  (R1 – P1θ0) = θ0 + W (TW)+








 

0
θPRL )( 011

1

, 

 

привлекая для псевдоинверсии взвешенной трапециевидной матрицы бо-

лее простой в алгоритмическом отношении метод Гревилля. 
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3.6. Выводы 

 

В науке нередко бывает, что одни направления ее развиваясь питают 

собой другие. В начале прошлого столетия шведский математик Эрик 

Фредгольм обратил внимание на сходство между интегральным уравнени-

ем и системой линейных алгебраических уравнений.  

На этой основе он создал теорию настолько успешную, что это вы-

звало пристальный интерес на семинарах Давида Гильберта и, позднее, от-

разилось в работах этой школы. Во второй половине столетия интенсивно 

совершенствуются вычислительные методы линейной алгебры, выдви-

нувшей сингулярные числа матриц в качестве показателей, широко ис-

пользуемых в задачах редукции. Неудивительно, что вслед появляются 

сингулярные числа, но теперь уже, передаточных функций динамических 

систем. Таким образом, мы видим, что через подпитку рабочими идеями со 

смежных областей знаний, развитие идет и теперь.  

Задачи линейной алгебры связаны преимущественно с решением 

уравнений и с поиском собственных чисел и собственных векторов.  

Дискретные частотные характеристики (ДЧХ) линейных динамических 

систем возникают при финитном управлении, когда время существования 

системы ограничено. Линейные динамические системы входных сигналов 

по форме не повторяют. Непринципиально, впрочем, как мы рассматрива-

ем выходной сигнал, в прямом или инверсном времени. Так как динамиче-

ская система сигнал искажает, инвертируем выходную зависимость.  

Можно провести такой натурный эксперимент с реальным объектом 

и убедиться, что итерации подачи сигнала с входа на выход сходятся на 

выходе к сигналу, повторяющему входной по форме.  

Перед нами собственная функция динамической системы. Но каков 

этот сигнал, как он аналитически описывается? Оказывается, что ответ 

связан с базисным набором сигналов ДЧХ.  
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Заключение 
 

Линейной динамической системе можно сопоставить большое коли-

чество линейных операторов. Исследование их общих свойств составляет 

предмет специальных дисциплин, таких как спектральная теория операто-

ров и др. Возможности аналитического изучения ограничены в связи с вы-

сокой сложностью возникающих при этом математических задач.  

Отсюда ясна полезность предлагаемого в книге флип-метода как 

удобного инструмента исследования в области, богатой практическими 

применениями, такими, как идентификация систем. Положительным каче-

ством флип-метода является его индифферентность к наличию математи-

ческого описания системы, которое используется в самом общем виде 

только на этапе планирования итерационного эксперимента.  

На конечном интервале времени главная сингулярная функция игра-

ет, пожалуй, большую роль в описании системы, чем импульсная весовая и 

переходная характеристики. Это новая и весьма перспективная характери-

стика. Классическая АЧХ, это график амплитудных коэффициентов усиле-

ния простых гармоник. Смысл обсуждаемого формализма сводится к тому, 

что ДЧХ лежит на АЧХ (коэффициенты усиления круговых гармоник рас-

положены на ней). 

Каждая система имеет свой спектр и свой базис, определяемый про-

филем частотной характеристики. Базис становится общим для всех дина-

мических систем только при переходе к абстракции –  бесконечному ин-

тервалу.  Отметим, что дискретные спектры, обыденность физических сис-

тем, описываемых на микроскопическом уровне. Спектральные линии 

Бальмера сидят на характеристике, которая в теории управления принад-

лежит двойному интегратору. Это естественное обобщение дискретизиро-

ванного “закона Ньютона” изначально найдено экспериментальным путем.  
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Билл Гейтс, обладающий несомненным чутьем в области новых тех-

нологий, предпринял значительные усилия для изменения облика сети: 

выкупил права и разместил в ней знаменитые фейнмановские лекции по 

физике. Это пример положительного изменения окружающей нас реально-

сти, появления принципиально новых сетевых носителей информации. Бу-

мажных книг не будет. Через 10-15 лет их просто не станет. Они останутся 

лишь в том виде, в каком сейчас существуют грампластинки и кассеты. 

"Печатный труд" так или иначе уступит место электронному архиву.   

В СКАЙНЕТ, математической сети автора mathscinet.ru, можно реги-

стрировать блоги и журналы с математическим содержанием. Это некото-

рая альтернатива текстовым серверам lib.ru, proza.ru, aldebaran.ru и т.п., ог-

раниченным в функционале представления данных. В математической сети 

можно проводить математические эксперименты. В ней отражена рассмат-

риваемая в книге задача, более того, это ближайшее будущее всей мировой 

паутины, поскольку математика – общая интересная всем дисциплина. 

Следует учитывать, что не все сети преодолели языковый барьер, 

общение происходит на разных языках. Локальный (несетевой) сервис 

предлагается Scinet Math. Вообще Скайнетов по миру много и они очень и 

очень работоспособны. В Америке это база данных (робот, сервер) Амери-

канского математического общества, созданного еще в 1888 в Нью-Йорке 

по инициативе Томаса Фиске. В качестве образца послужило Лондонское 

математическое общество, работа которого произвела большое впечатле-

ние на будущего первого научного секретаря.  

Сугубо прагматически научные сети отличаются друг от друга набо-

ром сервисов, которые интересны для пользователя. В математической се-

ти упор сделан на исполняемые с листа алгоритмы и на отображение мате-

матической анимации и графиков. Существуют ресурсы, в том числе и 

google.com, экспериментирующие с редакторами текстов on line, но в соче-

тании с математикой предложение ново даже для международной арены. 
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